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近年 来 非 线性 力学 的 莲 擂 发 展 ， 赋 予 了 古老 的 经 典 力学 新 的 活力 。 经 典 力学 
曾经 被 视 为 “确定 论 ” 的 典范 ， 这 种 思维 定式 曾 统 治 物理 学 界 达 250 年 。 现 在 我 
们 知道 ， 牛 顿 力 学 具有 内 在 随机 性 ， 因 此 ， 有 必要 以 现代 观点 重新 审视 理论 力学 
的 内 容 ， 并 反映 本 学 科 的 最 新 进展 。 

为 适应 我 国 高 等 教育 发 展 的 需要 ， 国 家 在 创建 面向 21 世纪 百 所 重点 高 校 
“211 工程 ”的 同时 ， 为 了 加 强 理科 基础 科学 研究 和 教学 ， 为 其 输送 高 质量 的 合 
格 人 才 ， 经 过 严格 评选 ， 在 一 些 重点 大 学 建立 了 “物理 学 专业 国家 理科 基础 科学 
研究 和 教学 人 才 培 养 基 地 ”， 即 所 谓 “ 物 理学 基地 ”， 以 加 强 物 理学 人 才 的 培养 。 
本 书 是 在 编者 多 年 来 在 西北 大 学 “物理 学 基地 ”讲授 理论 力学 课程 讲义 的 基础 上 
逐渐 修改 补充 而 成 的 。 

本 书 具 有 以 下 主要 特点 : 

1. 目标 明确 ， 针 对 性 和 适用 性 更 强 。 本 书 主要 读者 是 物理 学 专业 的 师 生 和 
科技 工作 者 ， 特 别 是 物理 学 专业 “国家 理科 基础 科学 研究 和 教学 人 才 培 养 基地 ” 
的 学 生 。 和 针对 这 一 特定 目标 ， 本 书 是 按 公 理化 体系 编写 的 。 理 论 力学 是 物理 学 专 
业 一 门 必修 的 基础 理论 课 , 也 是 学 习 其 他 理论 物理 课程 的 入 门 课 ， 材料 取舍 主要 
考虑 后 继 理论 物理 课程 【热力 学 、 统 计 物 理 、 量 子 力学 和 场 的 理论 (如 电动 力 
学 、 量 子 场 论 等 )] 的 需要 ， 详 略 适度 。 

2.， 以 对 称 性 为 主线 组 织 基本 理论 部 分 的 内 容 。 对 称 性 在 现代 物理 学 中 起 着 
极其 重要 的 作用 。 本 书 的 基础 理论 部 分 ， 以 对 称 性 为 主线 ， 从 时 空 对 称 性 导出 守 
恒 量 ， 并 经 过 牛顿 力学 和 分 析 力 学 两 个 循环 ， 逐 步 深化 对 于 对 称 性 的 认识 。 

3. 加 大 了 与 近代 物理 有 紧密 联系 的 分 析 力学 内 容 的 比重 。 本 书 兼顾 牛顿 力 
学 和 分 析 力 学 ， 侧 重点 在 分 析 力学 。 中 心力 场 的 运动 和 刚体 力学 ， 国 内 大 部 分 理 
论 力学 用 书 都 是 用 牛顿 力学 方法 处 理 ， 本 书 则 用 分 析 力 学 方法 处 理 。 因 为 ， 分 析 
力学 是 近代 物理 学 的 接口 ， 能 为 掌握 理论 物理 学 的 概念 、 方 法 、 模 型 和 技巧 提供 
必要 的 基础 。 本 书 对 近代 物理 中 那些 重要 的 分 析 力 学 表述 都 给 予 了 充分 的 强调 ， 
以 减少 向 量子 理论 过 渡 的 困难 。 

4. 力图 采用 严谨 的 数学 方法 ， 启 发 抽象 思维 。 理 论 力学 是 与 普通 物理 力学 
不 同 的 一 门 理论 课程 。 理 论 物理 有 自己 独特 的 研究 方法 ， 这 就 是 运用 数学 语言 ， 
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进行 严密 逻辑 推理 过 程 。 本 书 用 坐标 变换 的 性 质 阐明 矢量 和 张 量 ， 尽 可 能 采用 近 
代 物 理 中 的 数学 方法 ， 如 本 征 值 方 程 、 和 矩阵 代数 、 变 分 法 等 ， 以 适应 物理 学 发 展 
的 需要 ， 并 便于 和 后 继 理论 物理 课程 衔接 。 

5. 反映 本 学 科 的 最 新 进展 。 近 些 年 来 ， 经 典 力学 这 门 古老 学 科 又 焕发 了 青 
春 ， 取 得 了 长 足 进步 。 这 就 是 以 混沌 的 发 现 为 代表 的 非 线性 力学 的 巨大 进展 。 本 
书 用 一 章 的 篇 幅 简要 介绍 了 分 形 和 分 维 、 混 沌 及 奇异 吸引 子 等 概念 。 这 部 分 内 容 
对 于 开拓 视野 ， 大 有 神 益 。 

本 书 突出 了 基本 知识 、 基 本 理论 和 基本 技能 ， 全 书 共 分 七 章 。 前 三 章 是 基础 
理论 部 分 ， 其 中 第 一 章 为 牛顿 力学 ， 第 二 、 三 章 为 分 析 力学 。 第 四 章 讲 述 有 心力 
场 中 的 运动 。 第 五 章 为 非 惯 性 系 中 的 运动 ， 为 第 六 章 做 准备 。 第 六 章 为 刚体 力 
学 。 第 七 章 为 非 线性 力学 。 书 来 编 人 了 和 泉 量 、 张 量 和 和 矩阵 运算 等 数学 附录 ， 以 方 
便 查阅 。 

书 中 有 * 号 的 内 容 ， 相 对 独立 ， 可 作为 选 学 内 容 。 

编写 本 书 过 程 中 西北 大 学 谢 大 来 、 何 宗 海 、 董 庆 彦 和 姚 合 宝 等 教授 提出 过 许 
多 宝贵 意见 和 建议 ， 使 本 书 增色 不 少 。 此 外 还 得 到 陆 江 、 唐 泉 和 史 小 延 等 同志 
帮助 ， 在 此 说 致 感谢 。 

本 书 属于 西北 大 学 面向 21 世纪 教学 内 容 改 革 研 究 计划 首 批 重 点 课程 教材 之 
一 ， 得 到 了 校 系 领导 的 关怀 和 支持 ， 特 别 感谢 学 校 在 编写 、 出 版 经 费 方面 所 给 予 
的 支持 。 

由 于 时 间 仓促 ， 又 限于 学 识 水 平 ， 不 当 之 处 甚至 错误 在 所 难免 ， 恳 请 读者 批 
评 指正 。 
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第 一 章 牛顿 力学 e 


1687 年 牛顿 划时代 的 巨著 《自然 哲学 口 的 数学 原理 》 一 书 问世 ， 这 是 力学 
发 展 史上 一 个 重要 的 里 程 碑 。 自 此 以 后 ， 力 学 有 了 一 个 普遍 的 理论 体系 ， 并 且 成 
为 物理 学 的 基础 。 牛 顿 创立 的 力学 的 特点 是 用 矢量 形式 建立 起 力学 的 基本 定律 ， 
然后 按 作 用 于 每 个 质点 的 力 去 确定 每 个 质点 的 运动 规律 。 通 常 称 牛顿 力学 为 矢量 
力学 。 

由 牛顿 同时 代 的 学 者 莱 布 尼 兹 开始 ， 后 经 拉 格 朗 日 、 哈 密 顿 、 欧 拉 等 人 的 努 
力 ， 力 学 也 沿 着 另外 一 条 途径 发 展 ， 逐 渐 地 形成 了 另 一 套 方法 ， 这 就 是 将 力学 的 
基本 定律 表示 为 分 析 数 学 的 形式 ， 并 运用 分 析 的 方法 去 解决 任意 力学 系统 的 运动 
问题 。 这 种 处 理 力 学 问题 的 方法 叫做 分 析 力 学 。 

由 于 矢量 方法 较 纯 分 析 的 方法 直观 ， 所 以 我 们 先 从 矢量 力学 开始 学 习 。 


1.1 牛顿 第 一 定律 


1.1.1 参考 系 


为 了 研究 一 个 物体 的 运动 ， 必 须 选 择 其 他 物体 (一 般 指 三 维 刚体 ) 作 参 考 。 
显然 ， 若 无 参考 物体 ， 运 动 也 就 无 从 谈 起 。 我 们 说 一 物体 运动 时 ， 总 是 相对 于 其 
他 物体 而 言 的 。 不 讲 相 对 于 另 一 些 物体 的 所 谓 绝 对 运动 是 毫 无 意义 的 。 这 种 选 作 
参考 标准 的 物体 或 物体 的 集合 ， 叫 做 参考 系 。 由 参考 物体 刚性 延伸 得 到 的 三 维 空 


间 称 为 参考 空间 。 
运动 的 相对 性 是 和 空间 概念 本 身 的 相对 性 相 联 系 的 。 
1.1.2 坐标 系 


选 定 了 适当 的 参考 系 后 ， 只 能 定性 地 判断 物体 是 否 运动 ， 要 定量 地 描述 物体 
相对 于 参考 系 的 位 置 变化 ， 还 必须 在 参考 系 上 选择 一 个 适当 的 计算 系统 ， 即 坐标 
系 。 坐标 系 是 描述 运动 的 重要 工具 ， 是 观察 者 用 以 观察 运动 假想 的 基 架 。 


QD “自然 哲学 ”是 以 前 英国 对 物理 学 的 习惯 称呼 。 现 在 英国 某 些 刊物 仍然 沿用 这 个 称呼 。 

@ 有 人 只 把 三 维 空间 坐标 称 为 坐标 系 ， 除 确定 空间 坐标 外 ， 再 配 以 记载 时 间 的 方法 ， 认 为 构成 计算 
系统 ， 在 四 维 时 空 连续 区 ， 时 间 和 空间 处 于 同等 地 位 。 为 了 便于 概念 推广 ,我 们 在 谈 到 坐标 系 时 ， 一 般 包 
含 时 间 在 内 。 也 正 是 在 这 种 意义 上 本 书 把 计算 系统 和 坐标 系 等 同 看 待 。 
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参考 空间 也 可 以 用 坐标 系 来 确定 。 以 后 凡 说 “相对 于 某 个 坐标 系 运动 ”意思 
总 是 指 “相对 于 某 个 坐标 系 所 确定 的 参考 空间 运动 

坐标 系 的 选择 可 以 有 无 穷 多 种 方法 。 一 个 物体 的 运动 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 一 
般 来 说 是 看 的 。 如 果 坐 标 系 选 在 物体 的 自身 上 ， 那 么 在 此 坐标 系 中 物体 将 是 殉 
止 的 ， 而 相对 于 其 他 坐标 系 将 是 运动 的 。 而 且 在 不 同 的 坐标 系 中 运动 情况 也 不 相 
同 ， 也 就 是 说 按 不 同 的 轨道 运动 。 例 如 ， 列 车 沿 着 轨道 行驶 时 ， 对 于 固 连 于 车 有 
的 坐标 系 来 说 ， 车 肛 里 坐 着 的 乘客 是 静止 的 ;但 对 于 固 连 于 地 球 上 的 参考 系 来 
说 ， 则 乘客 又 在 随 着 车 彩 一 起 运动 。 又 如 ， 当 无 风 下 十 时 ， 雨 点 对 于 地 面 来 说 是 
铅 直下 落 的 ， 对 于 行驶 着 的 汽车 来 说 则 是 向 后 偏 斜 的 。 


1.1.3 牛顿 第 一 定律 


既然 坐标 系 的 选择 有 无 穷 多 种 ， 很 自然 ， 选 择 坐标 系 应 该 使 自然 现象 的 力学 
规律 在 其 上 显得 最 简单 。 如 果 我 们 所 研究 的 物体 距 其 他 物体 很 远 ， 以 致 于 后 者 对 
它 的 运动 毫 无 影响 ， 称 这 样 的 物体 运动 为 自由 运动 。 

当然 ， 自 由 运动 的 条 件 只 有 在 某 种 精确 度 的 情况 下 才能 实现 ， 自 由 运动 像 其 
他 类 型 运动 一 样 ， 在 不 同 的 坐标 系 中 观察 的 结果 也 往往 不 同 。 但 是 ， 选 择 坐 标 系 
固定 在 某 个 自由 运动 的 物体 上 ， 则 在 此 坐标 系 中 观察 其 他 物体 的 自由 运动 就 特别 
简单 : 它们 在 做 匀速 直线 运动 。 换 名 话说， 它们 的 速度 大 小 和 方向 都 是 不 变 的 。 
这 个 结论 就 是 所 谓 惯 性 定律 的 内 容 。 惯 性 定律 也 叫 牛 顿 第 一 定律 ， 是 伽利略 在 牛 
顿 之 前 确立 了 的 。 所 以 该 定律 亦 称 伽利略 - 牛顿 第 一 定律 。 

关于 什么 是 惯性 坐标 系 的 问题 ， 还 可 换个 角度 来 看 。 下 面 的 论述 会 牵涉 到 质 
点 、 速 度 、 初 位 置 等 概念 。 我 们 假定 读者 在 基础 物理 的 学 习 中 已 经 有 了 这 些 概 
念 。 当 然 ， 本 章 有 关 部 分 还 会 对 这 些 概念 再 做 详细 阐述 。 我 们 可 以 把 距 其 他 物体 
极 远 的 质点 视 为 孤立 质点 。 其 他 物体 能 使 孤立 质点 获得 的 加 速度 是 无 穷 小 的 。 同 
时 ， 实 验 也 表明 ， 对 于 某 些 坐标 系 而 言 ， 孤 立 质 点 的 加 速度 为 零 ， 对 另 一 些 坐 标 
系 而 言 时 ， 孤 立 系统 却 可 以 做 加 速 运 动 。 所 谓 惯 性 坐标 系 ， 相 对 于 它 来 说 ， 一 孤 
立 质 点 或 者 处 于 静止 状态 ， 或 者 将 从 任 一 初始 位 置 出 发 ， 沿 任 一 方向 做 匀速 直线 
运动 。 在 惯性 坐标 系 中 ， 孤 立 质 点 的 位 矢 + 是 时 间 的 线性 函数 

r=vot+ro (1.1.1) 

其 中 ，vo 与 ro 可 取 任 意 常数 值 。 凡 对 孤立 质点 条 件 式 (1.1.1) 不 能 满足 的 坐 
标 系 ， 叫 做 非 惯性 坐标 系 。 关 于 非 惯 性 坐标 系 问 题 将 在 第 五 章 进行 专题 讨论 。 

骤然 看 来 ， 似 乎 惯性 系 的 引进 ， 除了 给 出 计算 系统 本 身 的 性 质 以 外 ， 还 给 出 
了 绝对 空间 和 相对 于 这 个 坐标 系 绝对 静止 的 概念 的 可 能 性 。 实 际 上 并 不 是 这 样 ， 
这 是 因为 惯性 坐标 系 有 无 穷 多 个 。 事 实 上 ， 若 某 个 坐标 系 相 对 于 另 一 惯性 坐标 系 
以 恒定 速度 (大 小 和 方向 都 不 变 ) 运动 ， 则 它 也 是 惯性 坐标 系 。 
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必须 强调 指出 ， 惯 性 坐标 系 的 存在 并 不 是 纯粹 逻辑 上 的 必然 性 。 从 原则 上 
说 ， 惯 性 坐标 系 的 存在 和 相对 于 惯性 坐标 系 物体 的 自由 运动 是 匀速 直线 运动 ， 是 
一 个 基本 的 自然 定律 。 


1.1.4 伽利略 相对 性 原理 


很 显然 ， 研 究 自 由 运动 的 时 候 ， 我 们 不 可 能 把 不 同 的 惯性 坐标 系 区 分 开 。 是 
否 可 能 产生 这 样 的 问题 : 是 否 在 研究 其 他 物理 现象 时 ， 可 以 把 某 一 个 惯性 坐标 系 
和 其 他 惯性 坐标 系 区 分 开 ， 这 样 就 可 以 从 惯性 坐标 系 中 分 出 一 个 特殊 的 ?如果 这 
样 分 出 是 可 能 的 ， 那 么 我 们 就 可 以 说 存在 着 绝对 空间 和 相对 于 这 个 特殊 坐标 系 绝 
对 静止 的 概念 。 但 是 ， 这 样 选择 的 坐标 系 是 不 存在 的 ， 因 为 所 有 的 物理 现象 在 不 
同 的 惯性 坐标 系 中 都 是 一 样 的 。 

一 切 自然 定律 在 所 有 惯性 坐标 中 具有 相同 的 形式 ， 因 而 这 些 惯性 系 实际 上 彼 
此 无 法 区 别 ， 或 者 说 是 完全 等 价 的 。 这 是 物理 学 中 一 个 极为 重要 的 原理 ， 称 为 运 
动 的 相对 性 原理 ， 或 称 为 伽利略 相对 性 原理 。 从 而 ， 绝 对 空间 、 绝 对 静止 和 绝对 
运动 的 概念 就 完全 失去 了 意义 。 

因为 一 切 物 理 定律 在 所 有 惯性 坐标 系 中 都 以 相同 的 方式 表达 〈 虽 然 在 不 同 的 
惯性 坐标 系 中 这 些 具体 表述 有 区 别 ) ， 因 而 ， 很 自然 地 ， 一 般 研 究 物 理 现 象 都 乐 
于 采用 惯性 坐标 系 。 以 后 我 们 若 未 加 特别 说 明 ， 都 是 指 惯性 坐标 系 而 言 的 。 

事实 上 ， 物 理学 上 所 用 的 实验 室 坐标 系 仅 在 一 定 精确 度 范围 内 是 惯性 坐标 
系 。 因 为 坐标 系 固定 在 地 球 上 ， 这 个 坐标 系 不 是 惯性 系 的 原因 是 地 球 绕 着 自身 的 
轴 自 转 并 绕 着 太阳 公转 。 在 地 球 上 不 同 地 点 的 运动 是 不 相同 的 ， 速 度 也 不 是 恒定 
的 ， 因 而 固定 在 地 球 上 的 坐标 系 不 是 惯性 坐标 系 。 但 是 ， 因 为 地 球 绕 地 轴 自 转 和 
绕 太 阳 公转 都 比较 慢 ， 实 际 上 引起 的 误差 是 微不足道 的 ， 对 于 大 部 分 实验 的 影响 
可 以 忽略 不 计 ， 因 而 我 们 往往 把 固定 在 地 球 上 的 坐标 系 当 作 惯 性 坐标 系 看 待 。 尽 
管 固定 在 地 球 上 的 坐标 系 上 的 运动 与 真正 惯性 系 中 的 运动 相差 甚 微 ， 但 还 是 可 以 
观察 到 的 。 例 如 ， 借 助 依 科 摆 就 可 以 做 到 这 一 点 (参见 5.6 节 )。 

下 面 再 来 进一步 探讨 一 下 惯性 系 的 问题 。 因 为 一 般 说 来 ， 不 同 坐 标 系 中 运动 
规律 有 着 不 同 的 形式 ， 假 如 选取 一 个 任意 的 坐标 系 ， 则 可 能 使 很 简单 的 现象 的 规 
律 在 这 个 坐标 系 中 看 起 来 却 很 复杂 。 自 然 就 产生 了 一 个 寻找 这 样 一 种 坐标 系 的 课 
题 ， 在 这 种 坐标 系 中 力学 规律 要 显得 特别 简单 。 

对 于 任意 一 个 坐标 系 来 讲 ， 空 间 并 不 是 均匀 和 各 向 同性 的 。 这 就 是 说 ， 即 使 
某 一 物体 不 与 其 他 物体 相互 作用 ， 但 它 在 空间 的 不 同位 置 和 它 的 不 同 指向 在 力学 
意义 上 也 并 非 等 效 的 。 在 一 般 情况 下 ， 这 也 适 于 非 均匀 的 时 间 。 也 就 是 说 ， 不 同 
的 时 刻 也 不 等 效 。 由 于 空间 与 时 间 的 这 些 性 质 ， 在 描写 力学 运动 时 的 麻烦 是 显 而 
易 见 的 。 例 如 ， 自 由 的 (不 受 外 界 作用 的 ) 物体 不 可 能 静止 ， 即 使 在 某 一 时 刻 物 
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体 的 速度 等 于 零 ， 但 在 下 一 时 刻 物体 就 会 在 某 一 方向 开始 运动 。 
然而 ， 总 可 以 找到 这 样 的 坐标 系 ， 相 对 于 它 来 说 ， 空 间 是 均匀 和 各 向 同性 
的 ， 而 时 间 也 是 均匀 的 。 这 种 坐标 系 叫做 惯性 坐标 性 系 ， 简 称 惯 性 系 。 


1.2 质点 的 速度 和 加 速度 


1.2.1 质点 和 质点 系 


质点 的 概念 是 力学 中 最 基本 的 概念 之 一 。 质 点 是 具有 有 限 质量 的 几何 点 ， 是 
用 来 描述 物体 平 动 的 概念 。 平 动 是 指 这 样 一 种 运动 ， 物 体 的 所 有 微小 部 分 ( 简 言 
之 , 它 的 所 有 质点 ) 的 运动 速度 ， 不 论 在 数值 上 还 是 在 方向 上 都 是 相同 的 。 

质点 应 当 理解 成 这 样 的 物体 ， 当 描述 它 的 运动 时 ， 可 以 忽略 它 的 大 小 和 内 部 
结构 。 当 然 这 样 的 忽略 与 问题 的 具体 条 件 有 关 。 例 如 ， 当 研究 行星 围绕 太阳 运动 
时 ， 可 以 把 行星 看 成 质点 ， 然 而 在 观察 它们 自转 的 时 候 ， 当 然 就 不 能 这 样 看 了 。 

一 切 物理 概念 都 是 实际 的 简化 。 在 质点 概念 中 ， 简 化 不 在 于 为 考察 方便 而 划 
分 某 些 特殊 的 物体 ， 而 在 于 划分 出 任何 物体 的 一 些 特定 的 运动 状态 ， 或 更 确切 地 
说 是 局 部 运动 状态 。 质 点 的 概念 可 用 来 描写 任何 大 小 、 任 何 几 何 形状 以 及 处 于 任 
何 聚 集 态 (固态 、 液 态 或 气态 ) 的 物体 的 平 动 。 

质点 这 一 概念 也 可 以 用 于 物体 的 某 些 非 严格 平 动 的 情形 ， 即 与 平 动 的 差别 不 
重要 的 情形 。 如 果 物 体 的 转动 不 影响 其 质心 的 运动 ， 则 物体 可 以 看 作 质 点 。 这 些 
到 有 关 章 节 再 来 讨论 。 

综 上 所 述 ， 当 物体 运动 所 涉及 的 空间 尺度 比 它 自身 的 尺度 大 得 多 ， 而 且 可 以 
忽略 物体 自身 的 变形 和 转动 时 ， 在 大 多 数 问 题 中 我 们 可 以 把 它 简化 为 质点 来 研 
究 。 

实际 上 ， 自 然 界 中 既 不 会 有 理想 质点 ， 也 不 会 有 绝对 刚体 和 完全 弹性 体 。 这 
一 切 都 不 过 是 科学 上 所 不 得 不 使 用 的 抽象 概念 ， 其 目的 在 于 用 来 把 实在 客体 中 那 
些 在 解决 所 给 问题 时 必须 考虑 的 性 质 正确 地 反映 出 来 ， 采 用 抽象 概念 永远 不 可 能 
完全 地 反映 出 实在 客体 的 全 部 性 质 。 但 是 抽象 概念 未 反映 的 那些 性 质 对 所 研究 运 
动 的 特性 并 无 明显 影响 ， 当 然 也 没有 必要 去 反映 客体 的 全 部 性 质 。 在 研究 物体 的 
运动 时 ,假如 企图 把 该 物体 的 全 部 性 质 都 考虑 进去 ， 问 题 就 会 复杂 得 实际 上 无 法 
解决 。 

我 们 要 提醒 读者 注意 ， 科 学 理论 都 是 只 对 概念 ， 而 不 是 对 现实 进行 讨论 的 。 
所 有 理论 性 结果 都 是 从 某 些 公理 通过 演绎 逻辑 推导 出 来 的 。 在 物理 学 中 ， 理 论 的 
陈述 在 某 种 意义 下 符合 现实 世界 ， 不 管 这 意味 着 什么 。 然 而 ， 这 种 符合 只 是 近似 
的 ， 所 有 理论 性 的 结论 的 物理 验证 则 基于 某 种 形式 的 归纳 推理 。 
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无 论 多 么 合乎 逻辑 和 有 连贯 性 的 物理 理论 ， 都 采用 了 不 能 反映 客体 全 部 性 质 
的 抽象 概念 。 而 这 些 概念 是 否 合理 ， 理 论 本 身 并 不 能 做 出 结论 。 只 有 理论 及 其 推 
论 与 实验 一 致 才能 提供 这 种 证 明 。 

大 家 知道 ， 力 学 的 研究 对 象 是 物体 ， 其 任务 是 考察 一 给 定 的 物体 在 其 周围 环 
境外 力作 用 下 的 运动 变化 ， 并 预言 它 将 来 的 运动 情况 。 因 此 ， 首 先 应 当 把 要 考察 
的 物体 从 它 周 围 环境 中 分 离 出 来 ， 这 就 是 我 们 常 说 的 分 离 体 。 刚 才 提 到 的 “ 质 
点 ”就 是 最 特殊 的 分 离 体 。 我 们 还 经 常 以 “粒子 ”替代 质点 这 个 词 ， 但 要 注意 经 
典 力学 中 的 质点 并 不 是 微观 粒子 。 不 要 把 我 们 这 里 “粒子 ”的 概念 和 真实 的 微观 
粒子 相 混 淆 。 

任何 一 个 分 离 体 都 具有 长 度 、 体 积 及 内 部 结构 ， 一 般 情况 下 这 些 特性 都 必须 
加 以 考虑 ， 因 此 通常 不 能 把 物体 当成 质点 ， 而 必须 看 成 质点 的 集合 ， 即 质点 系 。 
所 谓 质 点 系 是 指 许多 (有 限 或 无 限 ) 相互 联系 着 的 质点 所 组 成 的 系统 。 质 点 和 质 
点 系 是 力学 中 两 个 基本 模型 。 

车 质点 系 中 任意 二 质点 距离 始终 不 变 ， 则 我 们 把 这 一 特殊 质点 系 叫 刚体 。 若 
以 re 表示 刚体 中 点 和 8B 点 的 距离 ， 则 构成 刚体 的 条 件 是 

rapg = Cap (1.2.1) 
其 中 ，cog 是 常数 。 虽 然 在 实际 上 并 不 存在 这 样 理想 的 刚体 ， 自 然 界 实际 存在 的 
某 些 系 统 只 可 能 近似 地 符合 这 个 条 件 。 但 是 ， 对 于 我 们 日 常 所 碰 到 的 很 多 固体 来 
说 ， 如 果 把 它 视 为 刚体 ， 得 到 的 力学 结果 是 足够 准确 的 ; 另 一 方面 ， 这 种 近似 可 
以 大 大 地 简化 我 们 的 研究 工作 和 解 题 过 程 。 
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一 个 质点 在 空间 中 的 位 置 由 它 的 位 矢 r 确定 。 一 般 来 说 > 是 时 间 的 函数 
7 三 7(t) (1.2.2) 
我 们 假设 矢量 函数 x = r(:) 是 连续 的 (参阅 1.6 节 )。 设 某 一 所 考察 的 点 在 空间 
移动 ， 从 t= to 时 开始 计时 ， 在 tz 宇 to 的 时 间 进 程 中 ， 质 点 位 置 的 连续 序列 称 为 
质点 的 轨道 ， 它 是 位 矢 > 的 矢 端 曲 线 。 
位 矢 r 对 时 间 的 微 商 叫 速 度 


=dr 
= (1.2.3) 


矢量 的 微 商 沿 矢量 矢 端 曲 线 的 切线 方向 ， 所 以 ， 质 点 的 速度 v 沿 轨 道 的 切线 方 
向 ， 指 向 质点 的 运动 方向 。 

质点 的 速度 对 时 间 的 一 次 微 商 ， 或 者 质点 位 矢 对 时 间 的 二 次 微 商 叫做 质点 的 
加 速度 


v 


4 = 二 一 (1.2.4) 
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按照 一 般 理论 物理 的 惯例 ， 我 们 将 常常 用 在 字母 
上 方 的 一 个 小 圆 点 表示 对 时 间 的 微 商 ， 例 如 ，v 
rr, dada=ro 

但 是 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 给 出 坐标 的 数值 还 
不 能 确定 系统 在 该 时 刻 的 力学 状态 ， 因 为 我 们 并 
不 能 由 此 预言 系统 在 下 一 个 时 刻 的 位 置 。 在 给 定 
了 坐标 数值 的 情况 后 ， 系 统 可 以 有 任意 的 速度 。 
而 由 于 速度 的 不 同 ， 系 统 在 下 一 个 时 刻 ( 也 就 是 
说 ， 经 过 无 穷 小 的 时 间 时 隔 dt 后 ) 的 位 置 也 将 不 
一 样 。 

实验 证 明 ， 同 时 给 定 所 有 的 坐标 和 速度 就 能 完全 确定 系统 的 状态 ， 并 且 在 原 
则 上 可 以 预言 它 以 后 的 运动 。 从 数学 的 观点 来 看 ， 这 就 是 给 定 某 一 时 刻 的 坐标 和 
速度 也 就 单 值 地 确定 了 在 该 时 刻 的 加 速度 7。 

把 加 速度 和 坐标 、 速 度 联系 起 来 的 关系 式 叫 运动 方程 。 对 函数 r(t) 来 说 ， 
这 是 一 个 二 阶 微分 方程 。 这 些 方程 的 积分 在 原则 上 可 以 确定 力学 系统 的 轨道 。 


1.2.3 角速度 和 角 加 速度 


一 个 在 空间 做 任意 运动 的 点 或 质点 ， 在 某 一 骨 时 总 是 可 以 看 成 在 一 平面 上 绕 
某 个 轴 做 圆周 运动 ， 也 就 是 说 ， 质 点 在 无 限 小 的 时 间 间 隔 dz 内 所 走 的 路 径 可 以 
表示 为 无 限 小 的 圆 弧 。 通 过 圆心 且 垂 直 于 运动 的 瞬时 平面 的 直线 称 为 瞬时 转动 
轴 。 当 质点 做 圆周 运动 时 ， 角 位 置 9 的 变化 率 
称 为 角速度 


图 1.1 速度 矢量 


= =6 (1.2.5) 


考虑 一 质点 ， 其 瞬时 运动 是 绕 某 个 垂直 于 
运动 平面 的 轴 做 半径 为 R 的 圆周 运动 ， 如 图 
1.2 所 示 。 质 点 的 位 矢 > 从 位 于 旋转 轴 上 作为 原 
点 的 任 一 点 O 引出 。 根 据 式 (1.2.3)， 位 矢 对 
时 间 的 微 商 是 质点 的 线 速度 矢量 
_dr 

dr 
对 于 半径 为 R 的 圆周 运动 ， 线 速度 的 数值 为 


v=R Y= Ro (1.2.6) 


线 速度 u 的 方向 显然 垂直 于 位 矢 r 且 在 圆 的 平面 内 。 


vb 


图 1.2 角速度 的 矢量 表示 


1.3 坐 标 系 .7. 


为 了 使 质点 运动 中 所 有 有 关 的 量 都 在 一 个 共同 的 基础 上 描述 ， 也 用 一 个 矢量 
代表 角速度 是 人 们 很 自然 的 设想 。 矢 量 应 有 方向 和 量 值 。 角 速度 的 方向 用 下 述 方 
式 定义 : 若 质点 某 一 瞬时 在 某 一 平面 内 运动 ， 则 这 个 平面 的 法 线 在 空间 规定 出 一 
个 精确 方向 ， 或 者 说 得 确切 些 是 两 个 方向 。 当 右手 螺旋 的 方向 与 质点 转动 的 方向 
相同 时 ， 选 螺旋 前 进 的 方向 为 角速度 的 方向 ， 如 图 1.2 所 示 。 至 于 角速度 的 量 
值 ， 原 则 上 说 ， 转 动 角 度 的 任何 函数 都 可 以 取 作 其 量 值 。 考 虑 到 R = rsina ， 于 
是 


v= wrsing (1.2.7) 
可 以 作为 角速度 量 值 的 定义 。 既 然 已 定义 了 角速度 的 方向 和 量 值 ， 则 可 写作 
v=oxr (1.2.8) 


这 样 ， 上 述 方向 和 量 值 吕 的 两 个 定义 都 可 满足 ， 而 我 们 也 就 得 到 了 角速度 的 矢 
量 表示 法 。 
角速度 w 对 时 间 * 的 微 商 称 为 角 加 速度 


5= 到 (1.2.9) 


注意 : 由 于 @ 的 方向 是 变化 的 ， 所 以 B 不 一 定 与 @ 平行 。 
1.3 坐 标 系 


描述 质点 运动 所 需要 的 物理 量 是 质点 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 。 尽 管 这 些 量 的 
定义 与 具体 坐标 系 无 关 ， 然 而 这 些 矢 量 的 具体 形式 却 依赖 于 质点 运动 所 用 的 坐标 
系 和 选取 的 参考 系 。 坐 标 系 的 选取 具有 相当 大 的 任意 性 ， 原 则 上 只 要 三 个 基 矢 不 
共 面 就 可 以 。 我 们 将 会 看 到 在 任何 一 个 具体 问题 中 ， 所 要 选取 的 坐标 基 矢 取决 于 
用 来 描述 运动 所 使 用 的 坐标 。 

选取 三 个 相互 垂直 的 单位 基 矢 来 表示 坐标 轴 是 最 简单 的 选择 ， 此 即 所 谓 正 交 
坐标 系 。 当 然 这 并 非 必需 ， 而 且 也 不 是 任何 时 候 都 是 最 方便 的 。 有 时 根据 物理 问 
题 的 需要 使 用 非 正 交 坐标 系 才 合适 。 非 正 交 坐标 系 也 叫 斜 交 坐 标 系 。 比 如 ， 凝 聚 
态 物 理 中 为 描述 某 晶 体 的 物理 性 质 ， 利 用 根据 晶体 的 轴 选 定 的 坐标 系 最 为 方便 ， 
这 些 轴 经 常 是 斜 交 的 。 本 书 只 介绍 正 交 坐 标 系 ， 至 于 非 正 交 标 系 读者 在 有 关 后 继 
课程 中 再 学 习 。 

1.3.1 直角 坐标 系 


直角 坐标 系 通常 叫 笛 卡 儿 坐 标 系 。 空 间 点 与 三 个 实数 对 应 。 


中 ”有 量 值 和 方向 的 量 还 不 一 定 是 矢量 ， 矢 量 还 必须 遵从 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 。 尽 管 无 限 小 转 
动 可 用 矢量 (实际 上 是 一 个 轴 矢 量 ) 表示 ， 但 有 限 转动 却 不 能 用 矢量 表示 ( 详 见 6.3 节 )。 
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直角 坐标 系 可 分 为 右手 系 和 左手 系 〈 见 图 1.3)， 它 们 互 为 镜像 了 用 任何 移 
位 操作 也 不 能 使 这 两 种 坐标 系 重合 〈 这 种 性 质 称 为 手 征 性 )。 在 右手 系 中 ， 取 道 
时 针 方向 为 计算 角度 y 的 正方 向 ， 在 左手 系 中 ， 则 取 顺 时 针 方 向 为 计算 角度 9 
的 正方 向 ， 今 后 我 们 均 采用 右手 坐标 系 。 


(a) 右手 坐标 系 (b) 左手 坐标 系 
图 1.3 


垂直 于 坐标 轴 z，y，=z 的 平面 称 为 坐标 面 ， 它 们 构成 三 个 彼此 垂直 的 平面 
族 。 空 间 中 每 一 点 的 位 置 可 由 它们 的 交点 确定 。 以 > 表示 点 P 在 空间 的 位 矢 ， 
以 zx，y，z 表示 它们 的 分 量 ， 即 该 点 的 直角 坐标 。 沿 x，y，z 轴 分 别 引入 单位 
矢量 ec，eyv，e。 (或 者 i，j,k)， 可 将 r 表示 为 


r= ze + yey + ze (1.3.1) 
r 是 以 x，y，z 为 楼 的 平行 六 面体 的 对 角 线 。 
r= x+ y+ 2 
点 的 元 位 移 dr 可 以 表示 为 沿 坐 标 轴 的 元 位 移 dz ，dy，dz 之 和 
dr = edzx +eydy + edz (1.3.2) 
空间 曲线 的 元 弧 长 ds ， 在 二 级 小 量 的 准确 度 内 等 于 它 所 张 的 蓄 长 
=dr'dr=dzx?+dy?+ dz? (1.3.3) 


外 车 以 > = 0 面 作为 镜面 镜像 对 称 操作 是 将 图 形 中 任何 一 点 (z,y,z) 变 成 (z+，- y,z) ， 变 换 矩 


阵 是 
1 0 0 
lo 
0 1 


其 有 镜像 对 称 性 叫做 宇 称 守恒 ， 为 了 以 后 求 和 书写 方便 ， 经 常 以 x1, x2,zs 代表 zx,y,z 。 


1.3 坐 标 系 .9: 


1.3.2 柱 面 坐标 系 


点 卫 在 空间 的 位 置 可 以 由 三 个 量 p。，p，>z 来 确定 。 这 里 p 是 点 P 离 轴 z 的 
距离 : p= OM，9p 是 以 道 时 针 方向 由 轴 z 到 OM 的 夹 角 ， 而 z 是 点 P 离 平面 zy 
的 距离 。 点 的 柱 坐 标 co，p，>z 变动 的 区 间 是 


0<0o<%, 0 p27, -<z<% 
由 图 1.5 可 见 直 角 坐 标 与 柱 面 坐 标的 联系 为 
并 三 OocosP ， y= psing, 名 
/a (1.3.4 
p=V x + yy’, p =arcsin > ) 
O 


图 1.4 直角 坐标 系 图 1.5 柱 面 坐标 系 


在 柱 面 坐标 系 中 ， 坐 标 面 是 : 以 z 为 轴 ， 以 po 为 半径 的 一 徐 圆 柱 面 


o= cl (1.3.5) 
由 轴 z 出 发 的 ， 使 位 和 撩 + 和 轴 > 位 于 其 上 的 一 簇 平 面 

P= C2 (1.3.6) 
垂直 于 轴 z 的 一 簇 平面 

之 一 Cj3 (1.3.7) 


不 同 篮 的 任意 两 坐标 面 的 交 线 称 为 坐标 线 。 沿 每 一 坐标 线 只 有 一 个 坐标 可 以 变 
动 ， 因 此 ， 常 以 相应 的 坐标 来 称呼 坐标 线 。 

面 (1.3.5) 与 (1.3.7) 的 交 线 给 出 一 簇 同 心 圆 一 一 坐标 线 pp， 而 面 
(1.3.6) 与 (1.3.7) 的 交 线 给 出 由 原点 O 出 发 的 一 簇 半 直 线 (射线 ) 坐标 
线 po ( 见 图 1.5)。 面 (1.3.5) 与 (1.3.6) 的 交 线 给 出 坐标 线 z， 它 是 一 族 平行 
于 直角 坐标 系 z 的 直线 。 

坐标 线 po 和 > 是 直线 ， 而 坐标 线 p 是 圆 ， 所 以 柱 面 坐标 系 属 于 曲线 坐标 系 。 
容易 看 出 ， 确 定 空间 点 的 三 条 坐标 线 p，p，z 是 彼此 成 直角 相交 的 ， 所 以 柱 面 
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坐标 是 正 交 坐标 。 

在 坐标 线 上 某 点 作 的 切线 称 为 坐标 轴 。 
显然 ， 若 坐标 线 是 直线 ， 则 坐标 轴 与 坐标 
线 相 重 合 ， 这 里 p 和 > 正 是 这 样 。 柱 面 坐 
标的 三 条 轴 是 彼此 垂直 的 直线 。 沿 着 这 些 
轴 , 在 坐标 增 大 的 方向 上 作 单位 矢量 6， 
ep 和 和 es。 在 图 1.6 的 M 点 处 , 绘 出 了 单位 
矢 e。，ep。 整 个 图 1.6 属于 任何 z = 常数 
的 平面 ， 可 以 将 空间 任何 点 ， 例 如 图 1.5 
的 矢量 + 的 端点 取 作 P。 因 为 位 和 撩 + 沿 轴 gg 
的 分 量 等 于 零 ， 因 此 位 矢 r 沿 柱 面 坐 标 系 
的 单位 矢 的 分 解 式 具有 形式 

r= pep + ze (1.3.8) 

元 位 移 dr 也 可 表示 为 沿 柱 面 坐标 轴 的 分 解 

形式 ， 即 总 可 以 将 dr 视 为 沿 柱 面 坐标 轴 的 元 位 移 的 矢量 和 ， 各 元 位 移 等 于 坐标 

线 绝 的 元 长 乘 以 相应 的 单位 矢 。 沿 射线 p 的 元 位 移 等 于 dpe,; 沿 轴 p 的 元 位 移 
等 于 podgey， 这 里 odp 是 沿 坐 标 线 9 的 弧 元 ， 因 此 

dr = dpep + pdgey + dze。 (1.3.9) 


图 1.6 柱 坐 标的 单位 矢 e。，e。 


由 上 式 得 弧 元 的 平方 
ds*=dp*+ pdp? + dz? (1.3.10) 


1.3.3 平面 极 坐标 系 


若 柱 坐标 中 z=0， 即 为 平面 极 坐 标 系 ， 简 称 极 坐 标 系 。 不 过 按照 习惯 ,通常 
取水 平 轴 为 极 轴 ， 从 极 轴 逆 时 针 方向 计算 角度 ， 称 为 极 角 9， 它 相当 于 柱 面 坐标 系 中 
的 yp 角 ， 空 间 点 仍 以 P 记 ,原点 O 到 忆 的 距离 通常 称 为 极 半径 。 原 点 称 为 极点 。 

从 图 1.7 可 以 看 出 


X= rcos0, y=rsinO 
1.3.11 
r=V x +y’, 0=arctan 之 ) 
并 
dr = e,dr + egrd0 (1.3.12) 
ds*=dr?2+ r2d02 (1.3.13) 


r= re, (1.3.14) 


1.3 坐标 系 ，11. 


图 1.7 极 坐标 系 图 1.8 球面 坐标 系 


1.3.4 球面 坐标 系 


点 忆 在 空间 的 位 置 也 可 以 用 球面 坐标 +，0，g 来 确定 。 这 里 > 是 点 PP 离 坐 
标 原 点 O 的 距离 (位 和 撩 7 的 模 ), 而 9 和 yp 是 确定 + 方向 的 两 个 角度 ， 如 图 1.8 
所 示 。 角 度 0 是 通过 轴 xz 和 所 作 的 平面 中 由 轴 z 到 ~ 来 计算 的 ; 角度 p 与 柱 面 
坐标 系 相 应 的 角度 一 致 。 坐 标的 变动 范围 是 
0< 和 0<r， 0 委 p 委 2r， 0<r<o 
由 图 1.8 还 可 以 看 出 直角 坐标 系 与 球面 坐标 系 间 的 联系 。 线 段 OM = rsin9， 
将 OM 在 轴 z 上 作 投 影 ， 得 z; 将 OM 在 轴 y 上 作 投 影 ， 得 >， 所 以 有 


并 =7rsingcosp， y=7rsingsinp ， 之 二 7cosO 
人 (1.3.15) 
0=arccos 之 ， 2 = arcsin -一 二 一 
三 簇 球面 坐标 面 分 别 是 :以 坐标 原点 为 中 心 的 一 簇 同心 球 
r=c1 (1.3.16) 
以 轴 z 为 轴 的 圆锥 面 
0=c> (1.3.17) 
以 轴 z 出 发 的 一 簇 半 平 面 
PT C3 (1.3.18) 


最 后 一 簇 与 柱 面 坐标 系 中 相同 。 
不 同 簇 的 坐标 面 的 交 线 给 出 三 艇 坐标 线 。 坐 标 面 簇 (1.3.16) 与 (1.3.17) 
的 交 线 给 出 坐标 线 gp， 沿 着 它 变 动 是 角度 p， 这 是 一 些 圆心 在 轴 > 上 、 半 径 为 


rsing 的 同心 贺 (因为 了 一 9， 即 OP 与 OQ 间 的 夹 角 称 为 纬度 ， 故 亦 称 为 纬 圈 
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或 纬 线 )。 坐 标 面 簇 (1.3.16) 与 (1.3.18) 的 交 线 给 出 坐标 线 6， 这 是 一 些 直 
径 位 于 轴 z 上 的 、 半 径 为 > 的 半圆 (子午 线 或 经 线 )。 坐 标 面 徐 (1.3.17) 与 
《1.3.18) 的 交 线 给 出 坐标 线 >， 这 是 一 些 由 原点 出 发 的 半 直 线 。 现 在 来 作 坐 标 
线 的 切线 一 一 坐标 轴 ， 它 的 方向 
取 坐 标 增 大 的 一 方 。 容 易 看 出 , 坐 
标 在 空间 各 点 成 垂直 相交 ， 因 此 ， 
球面 坐标 系 也 属 正 交 曲 线 坐 标 系 。 
沿 球面 坐标 系 中 坐标 轴 的 单 
位 矢量 分 别 用 e,，es 和 ee。 表示 
( 见 图 1.9)。 位 矢 r 在 球面 坐标 系 
中 具有 形式 
r= re, (1.3.19) 
元 位 移 dr 总 可 以 表示 为 沿 坐标 轴 
图 1.9 球面 坐标 系 的 单位 矢 的 元 位 移 的 矢量 和 。 容 易 看 到 , 沿 
各 坐标 轴 的 元 位 移 分 别 为 : 
沿 射线 〈 坐 标 轴 rx) 的 元 位 移 ; egrd9 一 一 沿 坐 标 轴 9 的 元 位 移 ， 这 里 
rd9 是 沿 坐标 轴 9 (经 线 ) 的 弧 元 ;errsinpdgp 一 一 沿 坐 标 轴 p ( 纬 线 ) 的 元 位 


edr 


移 。 因 此 
dr=e@,dr + egrd0O + emrsin0dp (1.3.20) 
由 此 得 在 球面 坐标 系 中 任意 空间 曲线 弧 元 的 平方 
ds 一 dr 二 rr2dg2+ r2sin20dp2 (1.3.21) 
.3.$ 曲线 坐标 


在 某 些 问题 上 ， 应 用 直角 坐标 会 遇 到 许多 不 必要 的 麻烦 ， 有 时 点 在 空间 的 位 
置 不 用 直角 坐标 z，y，z， 而 用 另外 三 个 晤 g1/，gqs，g3 来 表达 问题 的 条 件 时 ， 
会 更 为 方便 。 于 是 ， 我 们 将 空间 中 一 点 的 位 矢 看 作 是 三 个 独立 实 变量 g1，g;， 
gq3 的 函数 

r=r(g1,92,93) (1.3.22) 
矢量 ” 可 以 沿 着 直角 坐标 系 的 单位 矢量 分 解 ， 所 以 给 定 函 数 (1.3.22) 意味 着 
给 定 三 个 函数 
zz(gl92,93)， y=y(g1,g2,93), z=z(gi,g2,g3) 
(1.3.23) 

假设 式 〈1.3.23) 连续 和 可 微 ， 且 当 在 一 定 区 间 (有 限 的 或 无 限 的 ) 内 给 定 

独立 实 变量 g; 时 ， 在 全 部 空间 中 是 单 值 函 数 。 因 此 ， 每 一 组 的 三 个 实数 g，g， 
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和 93， 按 式 (1.3.23) 对 应 于 空间 的 一 个 且 只 一 个 点 ， 所 以 g1/，gq，，g3 称 为 曲 
线 坐 标 。 因 为 直角 坐标 zl ，zz2，zs 也 认为 是 独立 的 ， 点 的 位 矢 可 以 由 直角 坐标 
完全 确定 ， 所 以 曲线 坐标 g;，gq2，gs 是 在 同一 点 的 直角 坐标 zx ，y，z 的 函数 
qi= qi(z,y, 2), g2= qg2(X, YZ), g3= ga(z»y,2) (1.3.24) 
同时 也 假定 在 gq; 的 上 述 变 化 区 域内 对 所 有 的 x，y，z 是 单 值 的。 方程 gi (x,y， 
z)=clyaz(zyz)= ccs(zyz)= cd、( 其 中 cl，cz，c3 是 常数 ) 各 确 
定 函 数 gi1(z,y,z),q2(zx,y,z),qa(tz,y,z) 的 等 值 面 。 给 予 cl，cz，cs 以 不 同 
的 值 ， 我 们 可 以 得 到 三 簇 曲 面 ， 这 三 艇 曲面 称 为 坐标 曲面 。 我 们 假定 在 空间 各 
点 ， 每 艇 曲面 都 有 一 个 曲面 经 过 ， 这 也 就 是 前 面 所 假定 的 gq; 是 x，y，z 的 单 值 
函数 的 含义 ， 这 些 曲线 称 为 坐标 曲线 〈 见 图 1.10)。 在 第 二 与 第 三 簇 曲 面 的 交 线 
上 gq，>，g3 的 值 不 变 ， 只 有 ai 变化 。 同 样 在 第 三 与 第 一 复 曲 面 的 交 线 上 g3 和 ol 
不 变化 ， 只 有 g; 变化 ,在 第 一 簇 与 第 
二 簇 曲 面 的 交 线 上 gi 与 g; 不 变化 ， 
只 有 qs 变化 。 由 此 可 见 ， 在 每 一 条 
坐标 曲线 上 ， 点 的 直角 坐标 x ，y， 
zz 只 是 gl， G2,， 43 中 一 个 变数 的 函 
数 ; 而 每 一 个 坐标 面 只 是 含有 gi， 
q2，93 中 的 两 个 变数 的 函数 。 

我 们 以 后 假设 ， 在 各 点 的 坐标 曲 
线 互相 正 交 ， 也 就 是 说 各 坐标 曲线 在 
该 点 的 切线 两 两 垂直 。 在 这 种 情形 
下 ， 坐 标 面 也 互相 正 交 。 对 于 坐标 曲 
线 在 空间 的 方位 我 们 这 样 来 确定 ， 使 
得 坐标 曲线 在 各 点 的 切线 ， 以 对 应 的 
曲线 坐标 g 增加 一 方 为 正 指 向 后 ， 按 照 我 们 采用 的 坐标 系 ， 构 成 右手 直角 坐标 
系 。 这 里 我 们 用 e- ，e,，e,， 表 示 直 角 坐 标 系 轴 zx，y，z 方向 的 单位 矢量 ,而 
用 el ，ez，es， 表 示 坐 标 曲 线 gl ，qz ，9s 切线 的 单位 矢量 。e1，e,，e3 是 gi， 
gq2，93 的 天 性 函数 ， 当 沿 着 坐标 曲线 移动 时 ， 它 们 成 为 只 是 对 应 一 个 9; 的 函 
数 。 

设 ds1，ds，ds3， 是 对 应 坐标 曲线 的 弧 元 的 长 ， 由 于 ds = |dr | (一 如 既 
往 ，r = ze; + yey + zes 是 点 的 位 和 拓 )， 但 在 坐标 曲线 g; 上 只 有 gi 变化 ， 所 以 


2 9 
dr = de +3 dqie, + BE dqre, (1.3.25) 


9 
ldr| =/ ( 兰 ) + 这] + +( 差 ) do (1.3.26) 


图 1.10 坐标 曲面 和 坐标 曲线 


因此 dsi=hidgqi (1.3.27a) 
其 中 
az 人 ay ] (让 ) 
二 3 二 Ep .3.27b 
A J/ (站 + | 党 ”A\aqi (1.3 ) 
同 理 
ds2 = hdg2 (1.3.28a) 
_ /11az ay ( 关 ) 
= ( 壮 ) 十 园 十 3g; (1.3.28b) 
以 及 
ds3= h3dgqg3 (1.3.29a) 
_ 9x 2 9y 2 Oz 2 
3 (六) + | 也 | + (这 (1.3.29b) 


Ai ，h2>，hs 称 为 度 规 系 数 (metric coefficients) ， 是 曲线 坐标 的 函数 。 


我 们 也 可 以 从 另 一 个 角度 求 dr 。 对 矢量 函数 式 (1.3.22) 取 全 微分 
Dr 


ar 9r 
= 十 十 1.3.30 
dr 39491 307d92 3gs;d93 (1.3.30) 
沿 其 中 所 出 现 的 三 个 矢量 的 方向 引入 单位 矢量 
一 9r 二 上 ar 一 上 ar 
jiadl， 2 jz3g2， 3 ”3393 (1.3.31) 
可 见 hl1，h2，hs 表示 各 矢量 的 模 
二 | 2r 二 | 3r 7 
式 (1.3.30) 可 以 写成 
ds=dr=eihidgit+ eshdq; + e3h2dq3 (1.3.33) 


对 这 一 等 式 可 以 做 如 下 的 几何 解释 : 它 是 任意 元 矢量 dr 沿 三 个 非 共 面 矢 量 的 分 
解 式 ， 单 位 矢量 el ，ez ，es 的 非 共 面 性 的 事实 可 以 表达 为 如 下 的 论断 : 由 它们 
作成 的 平行 六 面体 的 体积 不 等 于 零 
(el X ez).e3 天 0 (1.3.34) 
事实 上 ， 若 设 这 一 体积 等 于 零 ， 则 式 (1.3.34) 将 是 按 式 (1.3.31) 联系 着 函数 
工 ，y，z 的 微分 方程 ， 即 它们 之 间 存 在 依赖 关系 ， 这 是 不 允许 的 。 
由 式 (1.3.33) 可 得 绝 元 的 平方 
ds =h?dgf+ hdg? + h3dg3 (1.3.35) 
作为 例子 ， 我 们 用 曲线 坐标 的 公式 来 求 平 面 极 坐标 系 、 柱 面 坐标 系 和 球面 坐 
标 系 中 空间 曲线 弧 长 的 平方 。 


1.3 坐标 系 '15， 


1) 在 平面 极 坐标 系 中 


工 二 7rcosO， y=rsin0 
9 
Fe = co0s0, 2 
9 
入 = — rsing,， 和 = rcosb 
度 规 系 数 
2 adv\2 
hy (PE) + (FY) =Veag5fs0=1 
r 
2 Oyv\2 
hg = [9 | =V (—rsing)?+ (rcosg)2=> 
所 以 
dr = dre, + rdbep 
由 此 得 


ds?=dr?+ r2d0? 
2) 在 柱 面 坐标 系 中 ， 显 然 h。，h, 与 极 坐标 系 中 相同 ， 即 
h,=1 
ho=p 
而 z 在 直角 坐标 系 和 柱 面 坐标 系 中 二 者 相同 ， 所 以 


my 借 ) (公约 


dr = dpep + Cdyeo + dzez 


ds*=dp*+ pdg* + dz? 
3) 球面 坐标 系 中 


X=rsin0cosg, y= rsin0sing, z= rcos0 

9 
2Zz_ 0 gz_ 
条 二 sin0cosp ， a sinOsing， Ee cosO 
OZ 二 9y 人 9z 
二 一 一 rsinOsno， 一 =rsin0coso， 二 = 一 0 
3p 9 de 9 


oz 9y dz 
36= rcosgcosp， 一 =7cosgsinp， 536= 一 7rSsinb 


90 
度 规 系 数 


16， 第 一 章 牛顿 力学 


(人 各 (2 人 (于 


=V sin2bcos p+sin Osin p+ cos:0=1 


(人 (人 


=V rsin’ Osin gp + r2sin2gcos2p = rsing 


m= ( 吕 ) *( 吕 ) + 人 有) 


=V rcos gcosp + rcos sim p+ rsin0=r 


™ 


DD 


所 以 
dr = dre, + rdOeg + rsinbdge, 
由 此 得 


ds*=dr?+ 72d0?2+ rsin20dp? 
1.4 速度 和 加 速度 的 分 解 


1.4.1 直角 坐标 系 法 
在 直角 坐标 系 中 位 矢 r(z) 的 分 量 形式 为 


六 一 Zez 二 yey 十 ez (1.4.1) 
根据 式 (1.2.3)， 质 点 的 速度 为 
_dr_ dz de dy de, dz de。 
一 和 一 de dz Te ty dt t grezt dr (1.4.2) 


因为 直角 坐标 系 中 ， 单 位 矢量 ee ，ey，e。 是 固定 的 ， 因 而 它们 对 于 时 间 * 的 微 
商 恒 为 零 ， 即 


宗 = 伯 = 各 -0 (1.4.3) 
这 是 直角 坐标 系 与 其 他 坐标 系 的 主要 区 别 。 由 式 (1.4.3), 式 (1.4.2) 变 为 

v= ter + yey + Zee (1.4.4) 
另 一 方面 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 速 度 v(z) 的 分 量 表达 式 为 

b= ver 十 vey 十 ve (1.4.5) 


比较 v 的 两 种 表达 式 ， 最 后 求 得 


v=7 (1.4.6a) 
分 量 表达 式 为 


1.4 速度 和 加 速度 的 分 解 ，17 ， 


d ; dy _. _dz_: 
We VT A (1.4.6b) 


就 是 说 ， 速 度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 ， 等 于 动 点 的 相应 坐标 对 时 间 z 的 一 级 微 
商 。 若 令 v 及 a，B，7 分 别 表 示 速 度 矢 量 的 大 小 及 方向 角 ， 则 得 


v 三 |b| | 


和 (1.4.7) 
cosa 一 一， cos8= 了， cosy = 
下 面 来 求 质点 的 加 速度 。 仿 照 上 面 确定 质点 速度 的 方法 ， 一 方面 将 加 速度 矢 
量 表示 为 
Q@G 一 azer+ayey+azez (1.4.8) 
另 一 方面 ， 根 据 式 (1.2.4)， 将 式 (1.4.4) 对 : 求 微 商 ， 并 且 由 基本 条 件 式 
(1.4.3)， 最 后 可 求 得 加 速度 


a=V=r (1.4.9) 
分 量 表 达 式 为 
dvz _ dr, 
dr dz dz2 Kr 
dvw, dy i 
Cy 一 dt 三 和 (1.4.10) 
dvs_ dz_ 
dz dt a 


就 是 说 ， 加 速度 在 直角 坐标 的 投影 等 于 速度 投影 对 + 的 一 级 微 商 ， 或 者 等 于 相应 
坐标 对 # 的 二 级 微 商 。 加 速度 矢量 a 的 大 小 及 方向 余弦 为 


a=|a|=V al+as+as=V ++ 
2 和 gt (1.4.11) 
cos(a,z)=7， cos(a ,y) 二 一 cos(a ,xz) 一 


式 中 以 (a，z) 表示 a 和 x 轴 间 的 夹 角 ， 余 者 类 推 。 
1.4.2 柱 面 坐 标 系 法 


在 柱 面 坐标 系 中 ， 单 位 矢量 e; 仍 为 常量 , 但 e 和 e。 则 不 再 是 常量 了 。 位 矢 
r 在 柱 面 坐 标 系 中 的 分 解 根 据 式 (1.3.8) 得 
r= pe,t ze。 (1.4.12) 
对 上 式 求 微分 得 
dr = eodp + pde, + edz (1.4.13) 
由 图 1.6 可 以 直接 看 出 ， 单 位 矢量 e。 和 e, 沿 射线 o 是 不 变 的 ， 而 只 沿 坐标 线 g 
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变动 (只 在 方向 上 变动 ， 它 们 的 模 等 于 1) ， 因 为 它们 仅 依赖 于 坐标 p。 单 位 矢 
量 。，ey 是 标 变量 p 的 连续 矢量 函数 


ep= eo( 9), ep= ep( 9) (1.4.14) 
它们 的 微 商 等 于 
de -Seea de -Sed (1.4.15) 
Pe do 9 ， 9 dg 9 ” 
现在 再 来 计算 这 些 单 位 矢量 对 角度 p 的 微 商 。 由 图 1.11 (a) 可 见 
dee _ lim Se lim IAep le, 


dp ar-0Ap sp”%0 Ap 
因为 |Ae,| =Ap， 这 是 由 于 矢量 Ae。 的 模 是 单位 半径 的 圆 〈 单 位 圆 ) 上 中 心 角 为 
Ap 的 弧 所 张 的 弦 ， 在 略 去 高 级 小 量 的 情况 下 可 认为 它 和 对 应 的 中 心 角 相等 。 所 
以 上 式 为 


dep 
dg (1.4.16a) 
或 者 
de = epdg (1.4.16b) 


同样 ， 由 图 1.11 (b) 可 知 
de , Aep & |Aey| (—e,) 
-三 lim -一 = lim 一 一 一 


dp ”Ag ~ apg*0 Ap 


@, (9 +Am) 


(a) ev 微 变化 示意 图 图 (b) ep 微 变化 示意 图 
1.11 


注意 到 |Ae ,| = Ap, 即 可 得 到 


-= 一 en (1.4.17a) 
或 者 


1.4 速度 和 加 速度 的 分 解 ，19 ， 


dep= -edgp (1.4.17b) 
把 式 (1.4.16b) 代入 式 (1.4.13) 得 
dr=dpe, + pdg ep + dze, (1.4.18) 


这 个 结果 与 式 (1.3.9) 是 一 致 的 ， 只 不 过 那里 是 用 的 较为 直观 的 方法 ， 而 这 里 
用 了 矢量 函数 对 标量 求 微 商 这 种 更 为 普遍 的 方法 。 
下 面 来 求 质点 在 柱 面 坐 标 中 的 速度 。 根 据 式 (1.2.3)， 质 点 的 速度 为 


v= =pe, topest ze (1.4.19a) 
将 速度 u 沿 柱 面 坐标 系 的 单位 矢量 分 解 
b= vpp + vgpy + ves (1.4.19b) 
将 上 式 比较 可 得 柱 面 坐标 系 速度 的 分 量 形式 
vo=p, vp = pp, Vs 二 之 (1.4.19c) 
现在 来 求 质 点 在 柱 面 坐标 中 的 加 速度 。 对 式 (1.4.19b) 求 微分 
dv=dv,'e,+ vpdep + dvp* ep + vpdey + dv,* e, (1.4.20) 


利用 式 (1.4.16b) 和 (1.4.17b) 可 将 上 式 写 成 如 下 形式 
dvb =dv'ept vpdp ep t+ dvp'ep— vodgp ee, + dv,*e, 
= (dv - vpd9)e, + (dvy + vod9)e, + dv, * @, (1.4.21) 
将 式 (1.4.21) 代入 加 速度 的 定义 式 (1.2.4) 得 


a= = (6, vp)et (b+ wp)e,+ ie, (1.4.22) 
将 加 速度 a 沿 柱 面 坐 标 系 的 单位 矢量 分 解 
a 二 apeo 二 arep t+ aes (1.4.23) 


将 式 《1.4.23) 和 《1.4.22) 比较 可 得 柱 面 从 标 系 加 速度 的 分 量 形式 
Bp vgp = 0 一 pp’ 
pe P+2pp 一 六 A(p 9) (1.4.24) 
式 (1.4.24) 的 第 二 式 ap 二 是 (pp 92) 的 形式 在 需要 进行 积分 运算 时 较 方便 。 
1.4.3 平面 极 坐 标 系 法 


这 是 二 维 坐标 系 ， 只 适 于 平面 运动 。 只 需 令 柱 面 坐标 系 中 的 z =0， 并 将 符 
号 作 变 换 p 一 + ，gp 一 9， 即 可 得 在 平面 极 坐标 系 中 
dr = dre, + rdOep (1.4.25) 
质点 的 速度 
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u= 开 一 jer+rgbes (1.4.26a) 
速度 b 沿 平 面 极 坐标 系 的 单位 矢量 分 解 
b = ve, + vgeg (1.4.26b) 
vw 和 vw 分 别称 为 速度 的 径 向 分 量 和 横向 分 量 。 速 度 在 平面 极 坐标 系 中 的 分 量 形式 
v, =7, vo=r0 (1.4.26c) 


6 是 动 点 在 平面 中 运动 时 其 位 矢 在 单位 时 间 内 转 过 的 角度 ， 称 为 动 点 绕 极 点 O 
的 角速度 。 


质点 的 加 速度 
a=F= (wl)e, + (dt v6 )e (1.4.27a) 
加 速度 沿 平面 极 坐标 系 的 单位 矢量 分 解 
a = a,e, + ageg (1.4.27b) 
加 速度 在 平面 坐标 系 中 的 分 量 形式 
a;=7— -02 
a0= +2r6 = L020) (1.4.270) 


1.4.4 面积 速度 


这 里 我 们 要 播 述 质点 力学 中 一 个 非常 重要 的 概念 即 所谓 面 积 速度 ， 或 者 称 为 
扇形 速度 。 至 于 它 为 什么 会 有 这 样 的 名 称 ， 将 在 下 文中 解释 。 首 先 ， 我 们 用 下 面 
的 定义 来 引信 它 


= 去 rxu (1.4.28) 
o 的 大 小 ( 模 ) 等 于 
0= Drosin(r,v) (1.4.29) 


即 面积 速度 的 大 小 等 于 由 矢量 > 和 wv 作 的 平行 四 边 形 的 面积 之 半 。 把 速度 的 定义 
v=dr/dtz 代 和 信 上 式 ， 可 将 面积 速度 写成 微 商 形式 


_lrxdr ds 
so=1 ds (1.4.30) 
其 中 
ds = DrXdr (1.4.31) 


由 于 两 个 矢量 的 又 乘积 的 量 值 等 于 由 这 两 个 矢量 作 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 所 以 在 
注意 到 定义 式 (1.4.31) 中 的 因子 1 人 2 后 ,我 们 发 现 ， 模 |ds | 等 于 位 和 撩 + 在 质点 


1.4 速度 和 加 速度 的 分 解 ，21 ， 


的 元 位 移 为 dr 时 所 扫 过 的 扇形 面积 (图 
1.12 画 有 影 线 的 面积 )。 由 此 可 见 ， 面 积 
速度 的 意义 是 单位 时 间 内 位 矢 所 扫 过 的 扇 
形 面积 ， 所 以 才 有 面积 速度 或 扇形 速度 这 
种 非常 形象 的 名 称 。 面 积 速度 6 的 单位 是 
m? /so 

按照 定义 式 (1.4.28), 沿 直角 坐标 
轴 的 面积 速度 分 量 形式 为 


1 : 
0=7(rert yeyt zez) X (zer + ye, + ze,) 


将 其 展开 ,注意 到 单位 矢量 间 的 正 交 关系 ，- 
即 可 得 到 


图 1.12 面积 速度 示意 图 


o=3[( a)et (ri)et (my)e] (1.4.32a) 
或 者 


20,.= ye — zy, 20,= zx — XZ, 20,= xy— yr (1.4.32b) 
类 似 地 ， 可 以 求 出 面积 速度 6 沿 柱 面 坐标 轴 的 分 量 形式 


a = 消 (peptzes) X (vp t vpy +t ve,) 


二 [(- zzyg)eo + (zup — pvz)ep + (pug)es] (1.4.33a) 


或 者 
20p= ~ zvy = — zop 
2 (1.4.33b) 
20.= pv0g = 0°9 
注意 : 上 式 中 的 第 三 个 等 式 ， 即 
o.=Bp?9 (1.4.34) 


可 由 图 1.12 直接 看 出 ， 因 为 矢量 ds 在 轴 > 上 的 投影 等 于 扇形 面积 ds 在 平面 zy 
上 的 投影 ， 即 文 oodg。 
现在 我 们 再 来 审视 式 (1.4.24) 中 的 第 二 式 ， 即 


ao Sh (9) (1.4.35) 
可 见 ae 表达 式 中 的 量 p?p 具有 明显 的 几何 意义 : 它 是 动 点 对 原点 O 的 面积 速度 


的 2 倍 。 不 言 而 喻 , 式 (1.4.27c) 的 第 二 式 中 的 量 ”2 6 也 有 同样 的 几何 意义 。 
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1.4.5 球面 坐标 系 法 


球面 坐标 系 又 称 球面 极 坐标 系 。 设 动 点 忆 的 球面 坐标 是 (r+ ，9，gp)， 如 图 
1.8 所 示 。 在 球面 坐标 系 中 通常 称 x 为 极 径 ，6 为 极 角 或 余 纬 度 角 ，o 为 方位 角 
或 经 度 角 。 像 往常 一 样 ， 以 单位 矢量 e, ，es，e, 分 别 表示 沿 +，9 和 坐标 曲线 
上 指向 坐标 增加 方向 的 切线 矢量 。 因 为 
Z=7singcosp， y=rsingsinp ， z= zcosO (1.4.36a) 
所 以 
六 二 Ze 二 yeyt ze = rsinOcosger + rsingsinge, + rcosge。 (1.4.36b) 


而 尚方 向 的 单位 矢量 


e; = 二 = singcosge + sinOcosgey + cosOe, (1.4.37a) 


如 改变 6, 与 轴 xz 间 的 夹 角 6 为 到 + 6， 则 得 


eg 三 (e ) 0 +09= CosOcosgexr + cosOsinge,y — singe。 (1.4.37b) 
因为 e,，es，es 构成 一 个 右手 正 交 坐 标 系 ， 故 
ep 三 er X ep= — singez + cosge, (1.4.37c) 


从 式 (1.4.37) 可 以 看 出 ， 单 位 矢量 e 和 es 都 是 9 及 p 的 函数 ， 而 ep 则 只 是 p 
的 函数 ， 即 
er=e(0,9), es=e(g,9)， ep=ep(p) (1.4.38) 
所 以 
sb (1.4.39a) 


dee _aegdg 3esdp _ 


60dt 5 和 osey “4.39b) 
dey 9epdp 。. . 
6 psinbe, — pcosbe。 (1.4.39c) 


有 了 上 面 的 准备 工作 ， 现 在 我 们 来 求 球面 坐标 系 中 的 速度 和 加 速度 。 质 点 在 空间 
的 位 矢 可 表 为 

r= re, (1.4.40) 
所 以 


v= r= diertr di (1.4.41) | 
将 式 (1.4.39a) 的 de, /dz 代 人 上 式 立 即 可 得 


Uy = ye, 十 7 0 ep+ rpsinge。 (1.4.42a) 
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故 速度 的 分 量 形式 为 
v=7, v=r0, vo = rpsinO (1.4.42b) 
现在 来 求 球面 坐标 系 中 的 加 速度 ， 对 式 (1.4.42a) 求 时 间 z 的 微 商 
a= -ie ti tr et rey ti t psinep + rpsinbeg + rp 0 cosbe + rpsinte, 
(1.4.43) 
把 式 (1.4.39) 中 的 e,，es，es 代入 式 (1.4.43) 得 
a= (7-r0 -rosing)e, +(r0+27 0— rosingcos0)ey 
+ (rpsing + 27 8sing + 2r9 0 oosg)eh (1.4.44 a) 
由 此 知 在 球面 坐标 中 加 速度 a 沿 e- ，ee ，ey 三 个 方向 的 分 量 是 
a,=7—r02— rp2sin20 
ag= /+270 — rp’sinOcosO (1.4.44b) 
ayg= rpsing + 2r9sin + 2r8 bg cosg 
或 者 
ay =r — r02— rp*sin 0 
dd 2 FY) ,2 8 
ag = Fa 0)— rp“singcosb (1.4.44c) 
~-_ 1 dr 2 .2 
你 7 9sin 0) 
1.4.6 曲线 坐标 法 
根据 式 〈1.3.33)， 对 于 某 一 所 考察 的 点 在 空间 的 位 移 可 以 写成 
dr=eihidgqgi + esh2dq2 + e3hadq3 (1.4.45) 
将 上 式 对 上 求 微 商 可 得 点 的 速度 
v=r=ehiq1t+ eh2q2 + e3h3qg3 (1.4.46) 
当 曲 线 坐 标 是 正 交 坐标 时 ， 可 以 证 明 
v= higft higs+ hsgs (1.4.47) 
加 速度 正 交 投 影 的 最 终 形式 为 
_1ld3 /wv 3/v 
a a (|=) 


因为 推导 过 程 比较 繁琐 ， 此 处 从 略 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 用 式 〈1.4.48) 来 求 球 
面 坐标 系 中 的 加 速度 公式 。 
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由 式 (1.4.42a) 立即 可 知 ， 在 球面 坐标 中 
v=72+r? 62+ r2sin 0p? (1.4.49) 
又 由 1.3 节 求 得 的 结果 知 柱 面 坐 标的 度 规 系数 为 
h,=1, he=1, ho=rsing 
将 上 述 这 些 结果 代 人 式 (1.4.48) 得 


tA) 
Ar hldtar\2) ar\2 
=7— rosin0—r02 
-二 [党 )- 芳 ( 扫 ) 
2 holdtd\ 2) 30\2 


= 二 | 时 (726) -rpsingeos0 | 


六 

2 =1 EE 0 ( 瑟 ) 9 (于 )] 

? hh, 9 2 9p\2 
1 
= 


仿 此 ， 请 读者 自 求 柱 面 坐标 系 中 加 速度 的 公式 。 
1.4.7 自然 坐标 法 


除了 前 面 所 述 的 那些 用 特殊 的 曲线 定义 的 坐标 系 之 外 ， 微 分 几何 中 还 有 一 种 
利用 轨道 曲线 自身 的 参数 来 定义 坐标 系 的 方法 。 这 就 是 下 面 要 介绍 的 自然 坐标 系 。 

自然 坐标 系 也 叫 本 性 坐标 系 或 内 襄 坐 标 系 。 从 这 个 坐标 系 的 名 称 上 也 许 马上 
会 联想 到 它 是 描述 运动 的 一 种 非常 重要 的 方法 。 事 实 上 ， 也 确实 如 此 。 

1. 自然 坐标 系 

设 某 一 所 考察 的 点 在 空间 移动 ,其 位 置 由 位 矢 r 确定 ， 我 们 现在 来 确定 位 
矢 r 与 时 间 z 的 依赖 关系 


(rpsin20) 


r=r(i) (1.4.50) 
我 们 假设 矢量 函数 r(z) 是 连续 的 。 

若 以 某 时 刻 to 开始 计时 ， 则 在 : 宇 io 的 时 间 进 程 中 ， 质 点 位 置 的 连续 序列 
构成 质点 的 轨道 。 实 际 上 ， 它 就 是 位 矢 r 的 矢 端 曲线 。 通 常人 们 用 s 表示 轨道 的 
弧 长 ， 它 从 相应 于 时 刻 t= zo 的 起 点 沿 质点 的 运动 方向 来 计算 ， 朝 着 运动 的 方向 
称 为 正 向 ， 逆 着 运动 方向 称 为 负 向 。 于 是 函数 * 与 曲线 上 点 的 位 置 一 一 对 应 ， 所 
以 称 * 为 曲线 上 PP 点 的 驱 坐 标 。 

质点 在 运动 时 ， 位 矢 r 可 以 看 作 是 弧 坐 标的 函数 。 质 质点 的 运动 由 两 个 函数 
描写 ， 其 中 一 个 是 矢量 函数 ， 一 个 是 标量 函数 
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r=r(s) (1.4.51) 
和 

ss(t) (1.4.52) 
因为 * 恒 是 : 的 单调 增 ( 正 ) 函数 ， 相 应 于 每 一 时 刻 t 只 有 一 个 确定 的 值 ;， 所 
以 r = r(s) 和 s = s(z) 在 全 部 时 间 中 都 是 单 值 的 。 当 轨道 上 存在 转向 点 和 轨道 
封闭 的 情形 下 也 是 如 此 ， 因 为 * 始终 是 沿 质点 的 运动 方向 来 计算 的 。 

如 图 1.13 (a) 所 示 ， 我 们 用 * 表示 曲线 在 已 点 切线 的 单位 矢量 ， 其 指向 与 

弧 坐 标 正方 向 一 致 〈 张 长 增加 的 一 方 )。 用 ri 表示 邻近 点 Pi 的 切线 方向 单位 矢 
量 ， 当 然 ， 其 指向 也 是 指向 弧 坐 标的 正 向 。 将 ri 平移 到 P 点 时 ，r 和 Yi 确定 一 
个 平面 ， 它 们 间 的 夹 角 为 A6， 当 As 一 0 时 ， 即 P| 点 趋 近 于 已 点 时 ，r 和 Yi 所 
确定 的 平面 趋向 于 一 个 极限 位 置 ， 叫 曲线 c 在 已 点 的 密切 平面 ， 矢量 差 


AT 一 71 一 人 T 


ci 
p> 


(a) 由 和 Yi 确定 一 个 密切 平面 (b) 在 极限 情况 下 Ar 上 


(d) 自然 坐标 系 


图 1.13 
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就 落 在 这 个 密切 平面 上 ， 而 其 极限 垂直 于 r。 从 图 1.13 (b) 很 直观 地 可 以 看 出 ， 
当 As->0 时 ，A09 一 0， 从 而 
“= 六 (r-Ab) 一 也 
我 们 在 P 点 的 密切 平面 上 取 一 单位 矢量 n, 令 其 代表 Ar 的 极限 方向 ， 且 指 
向 曲线 凹 的 一 方 。" 称 为 主 法 线 的 单位 矢量 。 再 定义 一 个 单位 矢量 5p， 使 得 
b=rtxn (1.4.53) 
b 称 为 副 法 线 ( 仲 法 线 或 次 法 线 ) 的 单位 矢量 。 于 是 ，r， 和 4b 确定 了 一 个 在 
P 点 的 正 交 坐标 基 。 由 它们 所 确定 的 坐标 系 ， 称 为 自然 坐标 系 。 由 于 动 点 位 置 不 
断 改 变 ， 轨 道 的 切线 、 法 线 和 副 法 线 的 方位 也 在 不 断 变 化 ， 因 而 轨道 上 各 点 的 自 


然 轴 的 方位 是 处 处 不 同 的 。 
2. 质点 的 速度 
质点 的 速度 是 其 位 矢 > 对 时 间 上 + 的 微 商 
v= 时 = (1.4.54) 


矢量 的 微 商 沿 矢量 的 矢 端 曲线 的 切线 方向 ， 即 速度 b 沿 质点 轨道 的 切线 方向 ， 
朝向 质点 运动 的 方向 。 质 点 位 矢 的 微分 为 


dr=dzest+dyeyt dzes (1.4.55) 
而 它 的 模 等 于 
ldrl=vV (dx) + (dy):+ (dz) (1.4.56) 
另 一 方面 ， 大 家 知道 弧 长 的 微分 ds 由 下 式 确 定 
ds=V (dz)2+(dy)2+(dz) (1.4.57) 
因此 
|dr| =ds (1.4.58) 


也 就 是 轨道 的 弧 元 ds 等 于 矢量 dr 的 模 ， 即 和 它 所 张 的 弧 一 样 。 不 过 读者 要 注 
意 ， 这 里 轨道 弧 元 ds 等 于 矢量 dr 的 模 ， 是 在 二 级 无 限 小 的 准确 度 内 。 沿 切线 朝 
质点 运动 方向 作 矢量 ds ， 也 是 在 二 级 无 限 小 的 准确 度 内 


ds= dr (1.4.59) 
所 以 在 极限 情况 下 又 得 速度 的 下 述 表达 式 
v= (1.4.60) 


提请 读者 特别 注意 ， 有 限 弧 长 不 能 用 矢量 表示 ， 只 有 对 无 限 小 的 弧 ds 才 可 以 
这 样 做 。 按 照 惯例 ， 我 们 用 r 表示 沿 曲线 的 切线 方向 的 单位 矢量 ， 则 ds = ds.r， 
而 式 (1.4.60) 取 如 下 形式 
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v= dr (1.4.61) 
由 此 可 见 ， 速 度 的 模 wv 等 于 
v= 于 =; (1.4.62) 


即 质 点 速度 的 量 值 等 于 其 弧 坐 标 对 时 间 的 一 阶 微 商 。 
式 (1.4.61) 也 可 以 由 速度 的 定义 直接 导出 


_dr_drds 
di dsdt 
但 是 
dr_ds_ 
i (e450) 
故 有 
v= r= or (1.4.64) 


可 见 ， 在 自然 坐标 系 中 ,质点 的 速度 方向 总 是 在 切线 方向 上 ， 或 者 说 ， 在 自然 坐 
标 系 中 ， 速 度 只 有 切线 方向 一 个 分 量 ， 速 度 在 主 法 线 和 副 法 线 方向 上 的 分 量 恒 为 
零 。 


3. 质点 的 加 速度 
将 质点 的 速度 表达 式 (1.4.64) 代入 加 速度 的 定义 式 (1.2.4) 得 
a=zr+y 和 (1.4.65) 
把 单位 矢量 * 看 作 是 统 坐 标 s 的 函数 ， 则 有 
dr _ drds dz 
de dd ds (1.4.66) 
将 式 (1.4.66) 代入 式 (1.4.65) 得 
a=zr+ 吧 于 (1.4.67) 


式 (1.4.67) 右 方 的 第 一 项 是 沿 轨道 切线 方向 的 矢量 。 加 速度 在 切线 方向 的 投 
影 ， 称 为 切 向 加 速度 。 用 a. 表示 
ai=V=s (1.4.68) 
即 切线 加 速度 等 于 速度 的 大 小 对 时 间 的 一 一 阶 微 商 ,或 者 等 于 弧 长 对 时 间 的 二 阶 微 
商 。 
为 了 解释 式 (1.4.67) 第 二 项 的 含义 ， 我 们 来 说 明 微 商 


dz 


ds (1.4.69) 


的 几何 意义 。 若 将 等 式 
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7T"7 一 1 
两 边 对 * 取 微 商 ， 得 


7.dz - 
7 ds 


即 矢量 式 (1.4.69) 与 矢量 * 垂直 。 用 n 表示 沿 矢 量 式 (1.4.69) 方向 的 单位 
矢量 。n 的 方向 称 为 曲线 上 性 坐标 为 * 点 处 的 主 法 线 方 向 : nx = n(s) 。 于 是 
dz 


dz _ 
如 = 下 | (1.4.70) 
由 于 
Art AT A0 
As Ab As 
注意 到 |Az| 守 | z| :|A9|=1:|A9|=|A90|， 当 As 一 0 时 ， 上 式 两 边 取 极 限 得 
于 二 和 (1.4.71) 
矢量 式 (1.4.69) 的 模具 有 m-I 的 量 纲 ， 按 照 微分 几何 ， 引 人 特征 长 度 p 
1 dg dz 
= [qs|= [ds (1.4.72) 
把 式 (1.4.70) 写成 下 述 形 式 
外 = 电 (1.4.73) 
特征 长 度 o 称 为 曲线 在 P 点 的 曲率 半径 : P = p(s)。 而 曲率 半径 的 倒数 
k= oe (1.4.74) 


& 就 是 曲线 在 P 点 的 曲率 ， 它 表示 切线 的 转角 对 弧 长 的 变化 率 ， 描述 了 曲线 的 弯 
曲 程度 。 
考虑 到 式 (1.4.63)， 又 可 将 式 (1.4.73) 写成 
dr_dr_n 


dd (1.4.75) 


由 此 求 得 曲率 半径 的 表达 式 
+ (9 ) (1.4.76) 


1 () | 2 ds? 
现在 我 们 回 到 质点 的 加 速度 式 将 式 (1.4.75) 代入 ,得 
a=irt en (1.4.77) 
式 (1.4.77) 的 第 二 项 叫 法 向 加 速度 ， 量 值 等 于 速度 的 平方 除 以 轨道 的 曲率 半 


上 式 给 出 了 质点 的 加 速度 矢量 沿 轨道 的 三 个 自然 轴 分 解 式 。 由 它 可 得 出 质点 
加 速度 沿 自然 轴 的 分 量 
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家 
a, 一 站 ， qe = as=0 (1.4.78) 


可 见 ， 加 速度 在 副 法 线 上 的 投影 恒 等 于 零 。 质 点 的 加 速度 位 于 密切 平面 内 ， 就 是 
说 ， 它 只 有 两 个 分 量 : 沿 切线 的 切 向 加 速度 和 沿 法 线 的 法 向 加 速度 。 从 这 些 结 
论 ， 我 们 对 密切 平面 的 理解 又 进 了 一 步 。 密 切 平面 就 是 曲线 在 给 定点 处 通过 切线 
Tt 和 主 法 线 闫 作 的 一 个 平面 。 质 点 的 加 速度 始终 位 于 密切 平面 内 ， 且 偏向 轨道 四 
的 一 方 。 质 点 的 法 向 加 速度 ( 当 "天 0 时 ) 只 有 在 无 穷 大 曲率 半径 (o-co) 的 
情形 下 才 等 于 零 。 或 者 换 名 话说， 质点 的 法 向 加 速度 只 有 轨道 的 曲率 等 于 零 
(&=0) 时 才 等 于 零 。 加 速度 大 小 的 平方 
4 


Qa? 二 如 十 邦 (1.4.79) 


2 
对 于 曲线 运动 来 说 ,法 向 加 速度 a, 与 速度 正 交 ， 又 由 于 曲率 半径 p 关 %， 
故 法 向 加 速度 wa 天 0， 而 且 是 a, >0。 由 此 可 见 ， 法 向 加 速度 的 作用 只 是 引起 速 
度 的 方向 不 断 地 改变 ， 而 与 速度 大 小 的 改变 无 关 。 


1.5 动量 守恒 定律 


1.5.1 封闭 系统 


自由 运动 ， 质 点 不 受 其 他 物体 的 影响 ， 在 惯性 系 中 其 速度 不 变 。 相 反 ， 若 质 
点 之 间 有 相互 作用 ， 其 速度 就 要 随时 间 变 化 。 但 是 ， 质 点 之 间 彼 此 相互 作用 引起 
速度 变化 并 不 是 独立 的 ， 而 是 相互 有 联系 的 。 为 了 阐明 这 个 关系 ， 需 要 引进 封闭 
力学 系统 的 概念 。 所 谓 封闭 系统 应 当 理 解 成 这 样 一 些 质点 的 集合 : 它们 彼此 间 相 
互 作用 而 不 和 系统 以 外 的 其 他 物体 作用 。 


1.5.2 动量 守恒 定律 


封闭 系统 存在 着 一 系列 与 速度 有 关 且 不 随时 间 变 化 的 量 。 自 然 ， 这 些 量 在 力 
学 中 起 着 特别 重要 的 作用 ， 这 些 不 随时 间 变 化 的 量 ， 就 是 通常 所 说 的 守恒 量 ， 或 
者 运动 积分 。 
守恒 量 其 中 之 一 就 是 封闭 系统 的 总 动量 ， 它 是 封闭 系统 中 所 包含 的 每 一 质点 
动量 的 矢量 和 。 质 点 的 动量 矢量 和 它 的 速度 有 一 个 简单 的 关系 : 动量 正比 于 速 
度 。 对 于 每 一 个 质点 ， 比 例 系数 是 能 表示 出 质点 特征 的 量 ， 叫 做 质量 。 如 用 p 
表示 质点 的 动量 矢量 ， 用 m 表示 其 质量 ,我 们 可 以 把 质点 动量 ( 线 动量 ) 写成 
p=mb (1.5.1) 
封闭 系统 中 所 有 质点 动量 p 的 矢量 和 就 是 系统 的 总 动量 
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P=pit+pt" = mvit mv t+ = 2) mav, (1.5.2) 
=1 


式 中 ， 用 希腊 字母 下 标 表 示 质 点 的 序号 ， 求 和 仅 是 对 系统 中 所 包含 的 质点 进行 。 
.这 个 量 不 随时 间 变 化 ， 即 

P = const (1.5.3) 
const 是 英语 中 constant (常量 ) 一 词 的 缩写 ， 为 书写 简便 ， 也 经 常用 一 个 字母 C 
表示 和 常量。 封闭 系统 的 总 动量 守恒 ， 这 个 结论 叫 动量 守恒 定律 。 这 个 定律 为 迄今 
为 止 科学 的 发 展 所 证 实 ， 是 自然 界 一 个 普遍 定律 。 

在 动量 守恒 定律 中 包含 一 个 新 的 量 一 一 质点 的 质量 。 利 用 这 个 定律 可 以 确定 
质点 的 质量 比 。 实 际 上 我 们 可 以 设想 两 个 粒子 相互 碰撞 ， 它 们 的 质量 分 别 记 作 
m1 和 m2。 用 ul 和 vs 表示 碰撞 前 的 粒子 速度 ， 而 且 v1 和 v2 表示 碰撞 后 的 粒子 
速度 。 依 据 动 量 守 恒定 律 得 


mivVit m202= mivit m2v2 (1.5.4) 
如 以 Av1 和 Av, 分 别 表示 两 个 粒子 速度 的 变化 
AvV1= v1- v1) AvV2 = v2— b> (1.5.5) 
则 式 (1.5.4) 可 以 重新 写成 下 面 的 形式 
miAvi+ m2Av;=0 (1.5.5) 
由 此 得 
Auz= Ab! (1.5.6) 


因此 ， 两 个 相互 作用 的 粒子 速度 的 变化 与 它们 的 质量 成 反比 。 利 用 上 述 关系 可 以 
依据 速度 的 变化 确定 它们 的 质量 比 。 所 以 我 们 可 以 取 某 一 物体 的 质量 作为 单位 ， 
而 所 有 其 他 物体 的 质量 都 去 和 它 进行 比较 。 物 理学 中 常用 的 质量 单位 是 千克 
(kg) 或 克 〈g)。 

因为 动量 是 矢量 ， 所 以 动量 守恒 定律 可 以 分 解 为 三 个 独立 的 守恒 定律 。 总 动 
量 守恒 就 是 总 动量 的 三 个 分 量 都 不 随时 间 变 化 。 在 1.10 节 我 们 还 要 再 次 讨论 动 
量 守恒 问题 。 

力学 系统 运动 时 ， 决 定 系统 状态 的 量 随时 间 而 变化 。 但 是 却 有 这 些 量 的 某 些 
函数 ， 在 运动 时 它们 保持 着 只 依赖 于 起 始 条 件 的 恒定 值 ， 这 种 函数 叫 运动 积分 ， 
或 者 守恒 量 。 动 量 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 这 样 的 运动 积分 。 

但 是 并 非 所 有 的 运动 积分 都 会 在 力学 中 同样 起 着 重要 的 作用 。 运 动 积分 中 有 
一 些 积分 ， 它 们 的 不 变性 有 深刻 的 根源 ， 这 些 根源 是 与 空间 和 时 间 的 一 些 基 本 性 
质 一 一 它们 的 均匀 性 和 各 向 同性 一 一 相 联系 着 的 。 例 如 ， 动 量 守恒 就 是 由 于 空间 
均匀 性 而 产生 的 。 
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1.$S.3 可 加 性 


所 谓 可 加 性 ， 即 对 于 由 几 部 分 组 成 而 各 部 分 之 间作 用 又 可 忽略 的 系统 ， 它 们 
的 值 等 于 各 组 成 部 分 的 值 之 和 。 这 些 运动 积分 代表 的 量 是 守恒 的 ， 都 具有 重要 而 
普 适 的 可 加 性 。 1 

可 加 性 赋予 相应 的 量 以 特别 重要 的 力学 作用 。 比 如 说 ， 假 设 有 两 个 物体 在 某 
段 时 间 内 相互 作用 ， 既 然 是 无 论 作用 前 或 作用 后 ， 整 个 系统 的 每 个 可 加 积分 都 等 
于 两 个 物体 单独 存在 时 它们 的 值 之 和 ， 那 么 ， 如 果 已 经 知道 在 作用 前 物体 的 状 
态 ， 这 些 量 的 守恒 定律 使 我 们 有 可 能 去 做 一 系列 关于 作用 后 物体 状态 的 结论 。 


1.5.4 反 冲 运动 


动量 守恒 定律 是 自然 界 一 个 基本 定律 ， 在 许多 现象 中 都 会 显现 出 来 。 特 别 
是 ， 它 是 反 冲 运动 的 理论 基础 。 

我 们 来 看 一 下 如 何 求 火箭 速度 与 其 质量 变化 的 依赖 关系 。 设 火箭 在 菜 时 刻 
的 速度 为 vw， 质量 为 M。 设 在 此 时 刻 火 第 开始 
喷气 ， 气 体 相对 于 火箭 的 速度 为 w。 经 过 时 间 z 
di， 火箭 质量 减少 而 变 为 M+ dM， 这 里 - dM 
是 喷 出 气体 的 质量 。 速 度 增加 而 变 为 "+ dv。 二 禾 
显然 ， 初 始 动量 等 于 Mu。 而 1:+dzt 时 刻 火 箭 的 一 
动量 等 于 (M+dM )(v+ dv )( 量 dM 是 负 ZFZ7ZZZZZY 
的 ) ， 而 喷 出 气体 的 动量 等 于 - dM (vv)， 
很 清楚 ， 这 是 因为 气体 相对 于 地 球 的 速度 等 于 ”图 1.14 反 冲 运动 示意 图 
v 一 u ( 见 图 1.14)。 依 据 动量 守恒 定律 ， 火 箭 
加 喷 出 气体 组 成 的 系统 在 时 刻 : 和 时 刻 ; + dz 的 动量 应 相等 


AM=(M+dM)(o+do)-dM(o 一 2z) (1.5.7) 
由 此 得 
MdvtudM+dMdv=0 (1.5.8) 
在 式 (1.5.8) 中 略 去 二 级 无 穷 小 量 dM dw 得 
MdvtudM=0 (1.5.9) 
将 上 式 分 离 变 量 
a - 虹 (1.5.10) 


我 们 假设 ， 气 体 流动 的 速度 不 随时 间 改 变 。 于 是 ， 式 (1.5.10) 可 改写 为 
dinM = 六 (1.5.11) 
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由 此 得 
InMT = const (1.5.12) 
const( 常 数 ) 的 值 由 火箭 运动 的 初始 条 件 确定 。 设 当 v=0 时 ,火箭 的 质量 等 于 Mo 
InM + =InMo . (1.5.13) 
由 此 最 终 得 到 
v= uln (1.5.14) 


这 个 公式 确定 了 火箭 速度 与 其 质量 改变 之 间 的 关系 。 
1.6 伽利略 变换 


1.6.1 经 典 力学 的 时 空 观 


理论 力学 是 研究 物体 机 械 运 动 普遍 遵循 的 基本 规律 的 一 门 学 科 。 大 家 知道 ， 
所 谓 机 械 运动 ， 就 是 物体 在 空间 的 相对 位 置 随时 间 而 改变 的 现象 。 因 此 ， 空 间 和 
时 间 是 力学 的 基本 概念 。 这 些 概 念 都 是 客观 现实 的 反映 。 

空间 和 时 间 是 物质 存在 的 客观 形式 。 它 们 的 性 质 可 以 直接 通过 感官 或 借助 于 
仪器 和 实验 为 人 们 所 认识 。 在 这 种 认识 过 程 中 ， 形 成 了 近似 地 反映 客观 实在 的 观 


今 - 今 
J ~、 oo 


我 们 先 来 讨论 空间 的 性 质 ， 为 此 任 取 两 点 P| 和 P,。 这 两 点 相对 于 某 参 考 系 
K 的 位 置 由 ri 和 ry 给 出 


ee (1.6.1) 
12 二 Z26zr 十 y26y 十 Z2e- 
由 点 Pi 到 点 Ps 的 矢量 为 

ri2r2 rl (1.6.2) 


以 后 下 标 1，2 书写 的 次 序 相 应 于 从 Pi 到 P; 的 矢量 方向 。 而 两 点 间 的 距离 则 等 
于 矢量 的 模 rz ， 即 

riz=[(x2— zx1) + (yy1) + (zs — z1)]12 (1.6.3) 
根据 对 速度 其 小 于 光速 的 许多 客观 物体 所 进行 的 实验 断定 ， 相 对 于 做 任意 运动 的 
不 同 参考 系 ， 在 给 定 的 时 刻 给 定 空间 间隔 的 大 小 是 相同 的 。 这 一 论断 如 用 分 析 形 
式 表示 ， 可 取 两 个 参考 系 : 原点 在 O 点 并 以 e ，e,，e。 为 单位 矢量 的 KK 系 和 原 
点 在 9 并 以 ez ，ey，8: 为 单位 矢量 的 天 “ 系 ( 见 图 1.15)。 相 对 于 系 点 Pi 与 点 
P 之 间 的 距离 等 于 rz ， 而 相对 于 K 系 这 两 点 的 距离 等 于 
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r12 一 72 一 六 (1.6.4) 


图 1.15 不 同 参照 系 中 两 点 间 的 距离 相等 


其 中 
| (1.6.5) 
ri Xier + yey + z1e 
可 以 断定 ， 无 论 参考 系 K 相对 参考 系 K 做 任何 运动 ， 在 同一 时 刻 所 取 的 距离 
rz2 和 rt 总 是 彼此 相等 的 ， 即 
[(Az) +(Ay) + (Az) + 12=[(Az)?+(Ay) + (Az) + 1? (1.6.6) 
其 中 ， AX= xX — Xl1, Az = xXx;— x1, 余 类 推 。 众所周知 ， 其 中 任意 两 点 的 距离 
均 由 式 (1.6.3) 规定 的 空间 ， 叫 做 欧 几 里 得 空间 。 因 此 ， 依 据 由 实验 证 明 的 假 
设 式 (1.6.6) 可 以 得 出 结论 : 经 典 力学 中 的 空间 是 欧 几 里 得 空间 。 
参考 系 K' 与 K 之 间 的 变换 为 正 交 变 换 ， 即 
六 12 一 ri2 (1.6.7) 
式 中 
ri2=r2-ri=(Ar )er + (Ay’ )ey +(Az’)ew 
ri2=r2—ri=(Axr)e,+(Ay)e,+ (Az)e, | We 
从 式 (1.6.7) 可 以 得 到 同一 点 相对 于 不 同 参考 系 的 位 矢 之 间 一 个 简单 而 又 重要 
的 关系 ， 设 R 为 坐标 系 K 的 原点 相对 于 K 的 位 矢 ，r 为 菜 一 点 P 相对 于 坐标 系 
K 的 位 矢 ， 而 为 同一 点 相对 于 坐标 系 K 的 位 和 撩 。 在 这 种 情况 下 ， 令 fr2=7， 
r2 二 7 ，r1 王 RR，r1=0。 根 据 式 (1.6.7) 可 得 
r=R+r’ (1.6.9) 
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下 面 我 们 来 讨论 时 间 问 题 。 

在 力学 中 有 规则 重复 发 生 的 现象 一 一 周期 过 程 一 一 的 概念 起 着 非常 重要 的 作 
用 ,例如 原子 分 子 的 振动 ， 扎 的 振动 ， 地 球 自转 ， 地 球 公转 都 是 这 类 过 程 。 凡 可 
实现 周期 过 程 的 物体 ， 都 可 以 作为 时 计 ， 而 其 周期 的 持续 时 间 则 可 作为 时 间 标 
准 。 当 然 ， 真 实 周期 过 程 的 周期 持续 时 间 只 有 在 一 定 的 精确 范围 内 才 是 常数 。 在 
1960 年 以 前 ， 时 间 标 准 曾 是 以 年 平均 太阳 日 的 1/86400 为 时 间 单 位 ， 称 之 为 秒 。 
鉴于 地 球 转动 的 不 规律 性 (已 由 原子 钟 的 实验 证 明 ) 和 平均 回归 年 的 变化 ， 国 际 
单位 制 (SI) 中 时 间 单 位 秒 取 为 狗 -133 原子 基态 的 两 个 超 精 细 结 构 能 级 之 间 跃 
迁 辐射 周期 9192631770 倍 的 持续 时 间 。 

在 经 典 力学 中 ， 假 定 存在 着 任意 位 移 中 不 改变 其 周期 的 那 种 时 计 。 这 种 时 计 
可 以 在 任意 参考 系 中 测 出 不 同 过 程 的 持续 时 间 ， 并 能 确定 : 相对 于 任意 运动 着 的 
不 同 参考 系 某 一 给 定时 间 间 隔 的 持续 时 间 是 相同 的 ， 即 

. £12 = £12 (1.6.10) 

这 里 ，t1s= tz -ti 表示 一 定 过程 相 对 参考 系 K 的 持续 时 间 ，zis = 1; 一 11 表示 同 
一 过 程 相 对 于 参考 系 K 的 持续 时 间 。 式 (1.6.10) 表明 ， 时 间 进 程 在 两 个 计算 
系统 是 一 样 的 。 此 外 ， 还 假设 在 对 某 一 过 程 的 持续 进行 测量 时 不 会 影响 持续 时 间 
本 身 的 长 短 。 时 间 绝 对 性 的 假定 是 经 典 力 学 概念 的 基础 。 

根据 式 (1.6.10)， 在 任意 参考 系 中 ， 可 以 任意 选择 同一 计时 原点 ， 从 而 引 
人 一 个 时 间 坐 标 1。 

利用 上 述 的 概念 和 假设 ， 可 以 用 实验 方法 确定 质点 运动 的 规律 ， 也 就 是 相对 
于 给 定 参 考 系 K 确定 质点 在 任 一 时 刻 的 位 置 ， 并 借助 于 该 质点 的 位 和 撩 ,将 此 位 
置 表 为 时 间 的 函数 


r=r(t) (1.6.11) 
应 该 指出 ， 在 经 典 力学 中 既 假 定 了 坐标 的 连续 性 ， 也 假定 了 时 间 的 连续 性 ， 
从 而 也 假定 了 函数 式 (1.6.11) 的 连续 性 。 


1.6.2 伽 利 栈 变换 


设 有 两 个 不 同 的 计算 系统 K 和 K ， 其 中 K“ 相 对 于 K 以 速度 V 运动 。 依 据 
式 (1.6.9) 和 (1.6.10)， 同 一 质点 P 在 系统 K 和 KK 里 的 位 和 撩 r 和 产 及 两 个 坐 
标 系 时 间 * 和 :之 间 的 联系 为 
r=Vitr’ 
一 大 
公式 〈1.6.12) 称 为 全 利 略 变换 。 它 是 从 一 个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 的 变换 。 
若 K 和 KK' 均 为 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 且 系统 天“ 移动 的 方向 与 zx 轴 方 向 一 致 ， 且 
初始 时 刻 两 坐标 系 原点 O 与 O 重合， 则 式 (1.6.12) 可 简化 为 


(1.6.12) 


1.7 质心 与 质心 坐标 系 ，35 ， 


x= Vtit+x 
> (1.6.13) 
一 
伽利略 变换 式 表明 
dz 三 dz (1.6.14) 


即 在 两 个 惯性 参考 系 中 计量 的 时 间 间 隔 相等 。 因 此 ， 可 以 确定 两 个 惯性 系 中 的 速 
度 。 对 式 (1.6.12) 求 微 商 得 

v=v +V (1.6.15) 
式 中 ，u 和 分别 表示 质点 相对 于 天 和 KK 两 惯性 系 的 速度 。 式 (1.6.15) 是 质 
点 在 两 惯性 系 中 速度 相 加 定理 。 习 惯 上 称 V 为 牵连 速度 ，v 为 相对 速度 ，b 为 
绝对 速度 。 

对 速度 式 (1.6.15) 取 微 商 ， 得 两 惯性 系 中 加 速度 

a=a” (1.6.16) 
这 就 是 说 ， 在 所 有 惯性 系 中 ， 不 论 它们 之 间 的 速度 Y 如 何 ， 所 观测 到 的 质点 的 
加 速度 都 相同 ， 或 者 说 ， 质 点 的 加 速度 是 伽利略 变换 的 不 变量 。 

在 伽利略 变换 中 ， 默 认 了 经 典 力学 关于 时 间 变 换 式 (1.6.10) 这 一 基本 假 
设 。 严 格 说 来 ， 这 个 假定 是 不 正确 的 ， 但 是 ， 非 绝对 时 间 得 出 的 结论 只 有 在 和 光 
速 可 比较 的 速度 下 才 显 示 出 来 。 在 那 种 情况 下 ， 佑 利 略 变换 被 洛 伦 兹 变换 D 所 
代替 。 经 典 的 速度 合成 法 则 式 (1.6.15) 已 不 能 满足 。 本 课程 所 探讨 的 情形 都 是 
与 光速 相 比 相当 小 的 速度 情形 ， 此 时 绝对 时 间 的 假定 还 是 正确 的 。 

建立 在 绝对 时 间 假 定 上 的 力学 叫做 经 典 力学 (或 古典 力学 )。 


1.7 质心 与 质心 坐标 系 


动量 守恒 定律 与 质量 一 个 重要 性 质 一 一 质量 守 人 恒定 律 一 一 联系 着 。 为 了 阐明 


QD 当 z“ 与 z 轴 重合 ， 且 初始 时 刻 两 坐标 原点 亦 重合 时 ， 洛 伦 兹 变换 式 为 


x + Ve 


式 中 ,8 = 卫 ,c 为 光速 
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这 个 定理 的 内 容 ， 我 们 来 讨论 质心 的 概念 。 

封闭 力学 系统 的 动量 相对 于 不 同 的 (惯性 ) 坐标 系 有 不 同 的 值 。 如 果 坐 标 系 
K 以 速度 V 相对 坐标 系 玉 运动 ， 即 式 (1.6.15)， 运 动 着 的 质点 a 相对 于 这 两 
个 坐标 系 的 速度 v'。 和 和 v。 以 下 式 联系 


va =v0+V (1.7.1) 
因此 ， 在 这 两 个 坐标 系 中 ， 系 统 的 总 动量 P 和 PP 的 关系 由 下 式 给 出 
P= mv = Dmavs + VD) mo (1.7.2) 
若 令 
P’ = > mw (1.7.3) 
则 式 (1.7.2) 可 以 写 为 
P=P +VDm, (1.7.4) 
若 以 M 表示 系统 中 所 有 质点 质量 之 和 
M = Dm, (1.7.5) 
则 式 (1.7.4) 可 以 写成 
P=P’+MV (1.7.6) 


值得 注意 的 是 ， 总 存在 着 这 样 的 坐标 系 K ， 在 其 中 总 动量 变 为 零 ， 即 使 得 式 
(1.7.6) 中 的 P” =0， 从 而 求 得 这 个 坐标 条 的 速度 等 于 


P >) mabe 
yY= 六 = Si (1.7.7) 
在 P=0 的 情况 下 ， 自 然 式 (1.7.6) 变 成 
三 = MY (1.7.8) 


如 果 力 学 系统 的 总 动量 等 于 零 ， 那 么 就 说 系统 对 相应 的 坐标 系 是 静止 的 。 这 
是 单个 质点 静止 概念 很 自然 的 推广 。 相 应 地 ， 式 〈1.7.7) 所 给 出 的 速度 了 具有 
总 动量 不 等 于 零 的 “系统 整体 运动 ”的 意义 。 由 此 可 见 ， 动 量 守恒 定律 使 我 们 有 
可 能 很 自然 地 给 出 力学 系统 整体 静止 和 运动 的 概念 。 

公式 (1.7.7) 指出 ， 系 统 的 整体 的 动量 P 与 速度 Y 的 联系 同一 个 质量 等 于 
系统 中 所 有 质点 质量 之 和 M = 2)m。 的 质点 一 样 。 这 样 我 们 看 到 ， 一 个 复杂 


体 的 质量 等 于 它 各 部 分 质量 之 和 ， 这 就 是 所 谓 质 量 守恒 定律 。 这 种 情况 可 以 简明 
地 表述 为 质量 的 可 加 性 。 这 个 结论 好 像 是 自然 而 然 的 。 但 是 ， 它 并 不 是 凭空 想 
像 ， 而 是 物理 定理 的 内 容 ， 是 动量 守恒 定律 的 结果 。 

公式 〈1.7.7) 可 以 表示 成 下 式 对 时 间 的 微 商 
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r. 三 R = Sp (1.7.9) 
我 们 定义 这 个 矢量 ， 把 它 作为 系统 所 有 质点 的 平均 位 和 撩 ， 求 平均 时 的 权重 正比 于 
质点 的 质量 。 可 以 这 样 说 ， 系 统 的 整体 速度 是 由 式 (1.7.9) 所 给 出 位 矢 的 点 在 
空间 移动 的 速度 ， 这 个 点 称 为 质心 ， 也 叫做 惯性 中 心 。 后 一 名 称 似乎 更 能 体现 出 
其 物理 含义 。 
封闭 系统 的 动量 守恒 定律 可 以 简 述 为 系统 的 质心 在 做 等 速 直线 运动 。 这 是 质 
点 惯性 定律 的 自然 推广 。 在 1.1 节 我 们 曾 对 一 个 自由 质点 阐述 这 个 定律 ， 一 个 质 
点 的 质心 与 它 自 身 重合 。 
由 于 封闭 质点 系统 的 动量 守恒 ， 所 以 质心 的 速度 不 随时 间 改 变 ， 我 们 可 把 坐 
标 系 固定 在 质心 上 ， 这 样 质心 是 静止 的 坐标 系 ， 叫 做 惯性 中 心 坐 标 系 ， 或 者 质心 
坐标 系 。 显 然 ， 封 闭 质点 系统 的 总 动量 在 该 坐标 系 中 为 零 。 这 样 就 不 必 观 察 无 关 
紧要 的 系统 整体 的 等 速 直线 运动 ， 系 统 内 部 的 过 程 会 显露 得 更 明显 。 由 于 这 个 原 
因 ， 质 心 坐 标 系 是 物理 学 中 经 常用 到 的 坐标 系 。 例 如 ， 在 研究 散射 〈 或 碰撞 ) 问 
题 时 ， 常 用 两 种 不 同 的 坐标 系 ， 其 中 之 一 就 是 在 随 质心 运动 的 坐标 系 中 来 观察 散 
射 (或 碰撞 ) ， 这 就 是 质心 坐标 系 ， 多 为 理论 工作 者 所 采用 ; 另 一 种 是 在 与 地 球 
相 联 的 坐标 系 ， 即 所 谓 实 验 室 坐标 系 中 观察 ， 常 为 实验 工作 者 所 采用 。 在 实验 多 
许 的 误差 范围 内 ， 常 把 实验 室 坐 标 系 视 为 静止 坐标 系 。 
质心 反映 了 系统 质量 的 平均 位 置 ,这 个 位 置 可 能 与 系统 其 中 一 个 质点 的 位 置 
重合 ,也 可 能 不 与 任何 一 个 实际 质点 位 置 重 合 。 显 然 , 如 果 质 量 分 布 具有 对 称 面 、 
对 称 轴 对称 中 心 , 则 质心 必 在 这 些 面 . 轴 、 点 上 。 均 质 物体 的 几何 中 心 就 是 物体 的 
质心 。 物 体 的 几何 中 心 只 取决 于 物体 的 几何 形状 和 尺寸 , 因 之 又 称 为 形 心 。 
将 式 (1.7.9) 投影 于 某 直角 坐标 系 Ozyz 中 ， 可 得 到 质心 坐标 的 表达 式 为 
a > > 
i A 


对 于 连续 体 ， 只 需要 把 质点 质量 换 成 在 体积 元 dv 内 所 包含 的 质量 odv， 求 和 换 
成 对 整个 物体 的 体积 进行 积分 即 可 ， 其 中 o 是 质量 密度 。 

有 些 物体 的 形体 虽然 比较 复杂 ， 但 往往 是 由 一 些 简单 形体 所 组 成 ， 这 样 的 形 
体 习 惯 上 叫 组 合 形体 。 求 组 合 形体 的 质心 一 般 有 两 种 方法 ， 即 分 割 法 和 负 体积 法 
(负面 积 法 )。 分 割 法 就 是 将 组 合 形体 分 割 成 几 个 简单 形体 ， 而 这 些 简单 形体 的 质 
心 通常 是 已 知 的 或 易 求 的 ， 这 样 整个 组 合 形体 的 质心 就 可 以 用 式 (1.7.10) 直接 
求 得 。 若 物体 或 薄板 内 切 去 一 部 分 〔 如 有 空 穴 的 物体 )， 则 质心 仍 可 应 用 与 分 害 
法 相同 的 公式 计算 ， 只 是 切 去 部 分 的 体积 或 面积 应 取 负 值 。 
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1.8 牛顿 第 二 定律 〈( 工 ) 


1.8.1 牛顿 第 二 定律 


如 果 质 点 在 做 自由 运动 ， 也 就 是 说 不 与 周围 的 物体 作用 ， 则 其 动量 守恒 。 反 
之 ， 若 质点 与 周围 物体 作用 ， 其 动量 就 要 随时 间 变 化 。 于 是 ， 我 们 可 把 质点 动量 
的 变化 看 作 来 自 周围 物体 作用 的 量度 。 作 用 越 强 ， 单 位 时 间 动 量变 化 越 大 。 因 
此 ， 很 自然 地 把 这 个 作用 看 作 质 点 的 动量 对 时 间 的 微 商 ， 这 个 微 商 叫做 做 用 在 质 
点 上 的 力 。 用 FF 表示 作用 在 所 研究 质点 上 的 力 ， 则 可 写成 

dp_p 

di 
式 中 ，p 表示 质点 的 动量 。 方 程 (1.8.1) 叫做 质点 的 运动 方程 。 因 为 它 本 身 就 
是 一 个 微分 方程 ， 所 以 又 称 运动 微分 方程 。 由 于 它 描述 了 质点 的 动量 随时 间 变 化 
的 规律 ， 从 而 又 名 动量 定理 。 式 (1.8.1) 就 是 牛顿 第 二 定律 。 尽 管 该 方程 简单 
而 为 人 们 所 熟悉 ， 它 却 包括 了 差不多 整个 经 典 力 学 的 基础 ， 是 经 典 力 学 的 基本 方 
程 。 

由 于 质点 的 动量 为 质点 的 质量 与 速度 的 乘积 ， 即 p = mv。 所 以 运动 方程 也 
可 以 写成 下 面 的 形式 


(1.8.1) 


(mv)=F (1.8.2) 
经 典 力学 中 视 m 为 常量 所 以 上 式 还 可 以 写成 
ma=F (1.8.3) 


可 见 ， 作 用 在 质点 上 的 力 等 于 质点 的 加 速度 与 质量 的 乘积 。 这 个 结论 就 是 通常 所 
谓 的 牛顿 第 二 定律 的 内 容 。 牛 顿 第 二 定律 可 更 正确 地 表述 为 : 质点 动量 的 时 间 变 
化 率 正比 于 作用 在 质点 的 力 ， 并 指向 力 的 方向 。 

方程 (1.8.3》 首 先 假定 位 移 和 时 间 间 隔 的 定量 测量 使 我 们 能 够 得 到 一 物体 
在 一 定时 刻 的 加 速度 的 唯一 确定 值 。 回 想 一 下 ， 位 移 只 能 相对 于 其 他 物理 客体 来 
测量 ， 自 然 我 们 会 想到 ， 同 惯性 定律 一 样 ， 牛 顿 第 二 定律 也 离 不 开 参考 系 的 选 
择 。 事 实 上 ， 我 们 默契 地 假定 ， 用 来 测量 加 速度 的 参考 系 是 一 个 惯性 系 。 倘 若 坐 
标 系 所 固 接 的 参考 系 对 惯性 系 有 加 速度 ， 那 么 式 (1.8.3) 就 不 再 成 立 了 。 

在 经 典 力学 领域 ， 质 点 的 速度 远 小 于 光 的 速度 ， 质 点 的 质量 和 力 都 可 认为 与 
惯性 参考 系 的 速度 Y 无 关 。 因 此 结合 式 (1.6.16) 和 (1.8.3) 得 知 ， 牛 顿 第 二 


人 质量 m 看 作 与 速度 无 关 的 常量 ， 这 是 经 典 力学 一 个 基本 假设 。 当 质点 的 速度 远 小 于 光速 时 ， 这 
假设 是 个 良好 的 近似 ， 并 被 在 经 典 力学 基础 上 获得 的 满意 结果 所 证 实 。 
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定律 在 两 个 惯性 系 中 是 相同 的 。 或 者 扩展 地 说 ， 在 所 有 惯性 系 中 力学 规律 都 相 
同 。 这 就 是 1.1 节 所 讨论 的 伽利略 相对 性 原理 的 含义 。 在 经 典 力学 中 ， 力 和 质量 
都 可 视 为 伽利略 变换 的 不 变量 ， 因 而 牛顿 定律 相对 于 伽利略 变换 具有 不 变性 。 可 
见 ， 经 典 力学 中 相对 性 原理 是 以 伽利略 变换 为 基础 的 。 

在 所 有 惯性 参考 系 中 ， 运 动 方程 具有 相同 的 形式 ， 这 就 是 说 ， 所 有 这 些 参考 
系 都 是 平权 的 ， 即 不 存在 这 样 的 力学 问题 ， 当 研究 这 些 力学 问题 时 ， 可 以 从 惯性 
参考 系 中 区 分 出 更 优越 或 更 独特 的 参考 系 来 ， 使 之 具有 静止 一 一 绝对 静止 一 一 的 
性 质 。 或 者 说 ， 不 存在 这 样 的 参考 系 ， 使 它 与 之 刚性 连接 的 空间 具有 牛顿 的 “ 绝 
对 空间 ”的 性 质 。 从 而 关于 两 个 惯性 参考 系 中 哪 一 个 “在 实际 上 ”是 静止 的 ， 哪 
一 个 是 运动 的 ， 这 样 的 问题 是 没有 意义 的 。 


1.8.2 力 的 独立 作用 原理 


方程 (1.8.3) 表明 ， 加 速度 矢量 和 合力 矢量 同方 向 。 这 是 一 个 重要 结果 ， 
它 代 表 着 这 样 的 事实 : 几 个 不 同 力 的 加 速度 效果 按 线性 方式 相 加 。 这 一 结果 提供 
了 “运动 独立 性 ”的 动力 学 基础 ， 即 作用 于 质点 的 每 一 个 力 所 产 生 的 力学 效应 与 
其 他 力 无 关 。 这 一 结论 通常 称 为 力 的 独立 作用 原理 。 

由 于 存在 力 的 独立 作用 原理 ， 给 人 们 分 析 力 带 来 极 大 方便 。 试 想 如 果 上 述 力 
的 独立 作用 原理 不 成 立 ， 则 许多 力作 用 于 一 质点 的 动力 学 分 析 将 是 极其 复杂 和 困 
难 的 。 

在 经 典 力学 中 ， 由 于 质点 运动 其 小 于 光速 ， 人 们 在 接受 力 的 作用 即时 传递 假 
设 的 前 提 下 ， 承 认 力 的 独立 作用 原理 ， 即 每 个 力 的 作用 完全 独立 、 互 不 相干 ， 因 
而 作用 于 一 质点 的 诸 力 可 按 矢量 法 则 相 加 

F=FI+tFt+.+F,= 2) F, (1.8.4) 


下 称 为 诸 力 的 合力 。 所 以 , 方程 (1.8.1) ~ (1.8.3) 各 式 中 右 侧 的 下 为 作用 
在 被 研究 质点 上 的 合力 。 


1.8.3 对 牛顿 第 二 定律 的 评述 


当下 =0 时 ， 根 据 式 (1.8.2) 得 到 ， 物 体 的 速度 是 一 常数 

b = const (1.8.5) 

即 我 们 得 到 了 牛顿 第 一 定律 的 数学 表述 。 但 是 ， 无 论 如 何 也 不 可 能 由 此 得 出 这 样 
的 结论 : 牛顿 第 一 定律 的 全 部 内 容 都 是 牛顿 第 二 定律 的 当然 结果 。 人 惯性 定律 式 
(1.8.5) 只 是 我 们 采用 了 确定 的 参考 系 (惯性 参考 系 ) 时 才 作 为 牛顿 第 二 定律 式 
(1.8.2) 的 结果 得 出 。 但 牛顿 第 一 定律 的 物理 内 容 比 这 要 广泛 得 多 ， 它 可 以 包括 
在 如 下 的 论断 中 : 存在 着 这 样 的 参考 系 ， 物 体 在 其 中 若 不 受 力作 用 ， 将 做 等 速 直 
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线 运 动 。 

就 物理 量 一 一 力 一 一 的 定义 来 说 ， 牛 顿 第 二 定律 式 (1.8.2) 是 常 说 的 力 的 
“动力 学 定义 ” 呢 ? 还 是 自然 定律 呢 ? 

在 回答 这 个 问题 之 前 ， 首 先 要 问 : 什么 是 自然 定律 ”以 数学 方程 的 形式 写 出 
的 物理 量 间 的 一 些 关系 ， 如 果 它 的 正确 性 不 是 由 定义 ， 即 不 是 由 我 们 预先 给 定 的 
条 件 推出 ， 而 是 由 于 这 些 关 系 在 某 种 近似 下 反映 了 外 部 世界 的 客观 规律 性 ， 那 就 
称 为 自然 定律 。 这 种 关系 应 该 由 实验 来 检验 ， 而 要 有 可 能 做 这 样 的 检验 ， 必 须 关 
系 中 所 出 现 的 一 切 量 各 有 独立 的 测量 方法 。 

方程 (1.8.2) 满足 上 述 要 求 :其 中 所 出 现 的 量 (质量 、 速 度 、 加 速度 和 力 ) 
都 有 前 述 的 独立 定义 ， 因 此 ， 式 (1.8.2) 表示 自然 定律 。 牛 顿 第 二 定律 并 不 是 
力 的 动力 学 定义 ， 这 里 所 显现 出 的 只 是 力 的 动力 学 性 质 。 在 式 (1.8.2) 的 右 方 
是 施 于 物体 上 所 有 力 之 和 。 一 般 情况 下 ， 力 是 物理 的 位 置 、 速 度 和 时 间 的 确定 函 
数 

F=F(r,r,i) (1.8.6) 

因此 ， 物 体 的 质量 与 其 加 速度 的 乘积 并 不 是 力 的 定义 ， 但是， 根据 自然 定律 它 等 
于 力 [由 函数 式 (1.8.6) 确定 ]。 . 

需要 强调 指出 的 是 ， 牛 顿 第 二 定律 只 有 当 F 的 函数 被 确定 以 后 才能 取得 具 
体 意义 。 在 这 种 情况 下 ， 也 就 是 函数 正 的 形式 是 已 知 的 。 原 则 上 讲 ， 由 运动 方 
程 可 以 求 出 质点 的 速度 和 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 ， 换 名 话说， 也 就 是 可 以 求 出 运 
动 的 轨道 。 同 时 ， 除 了 函数 的 形式 以 外 ， 也 就 是 除了 和 周围 物体 相互 作用 的 规律 
以 外 ， 还 应 给 出 通常 所 说 的 初始 条 件 : 作为 开始 的 某 时 刻 质 点 的 位 置 和 速度 


站 =， 三 ro0， bv|,=, = vo (1.8.7) 


因为 运动 方程 确定 在 每 一 个 时 间 间 隔 dt 内 速度 的 增 量 (dv = 下 dt)， 而 速度 可 
以 确定 质点 在 空间 中 位 置 的 变化 (dr = wdz)， 显 然 ， 再 给 定 了 质点 的 初 位 置 和 
初速 度 以 后 ， 对 于 完全 确定 进一步 运动 实际 上 就 足够 了 。 这 也 正 是 1.2 节 所 述 质 
点 的 力学 状态 由 坐标 和 速度 确定 的 含义 。 

以 上 所 述 关于 运动 微分 方程 解 的 单 值 性 的 论断 称 为 力学 的 因果 性 原理 或 力学 
确定 论 原 理 ， 可 以 表述 如 下 : 质点 在 任何 时 候 的 力学 态 单 值 地 决定 于 它 的 初 力学 
态 和 运动 条 件 0。 

这 里 所 说 质点 的 运动 条 件 ， 是 指 质点 与 周转 物体 的 相互 作用 ， 这 种 相互 作用 


@ ”根据 微分 方程 理论 ， 常 微分 方程 


dr 
"gr 


在 给 定 边界 值 的 情况 下 有 唯一 连续 解 F(:) ， 在 微分 方程 中 称 为 解 的 唯一 性 定理 。 


1.8 牛顿 第 二 定律 (TI . 41， 


由 式 (1.8.6) 的 合力 下 表示 。 

在 力学 的 因果 性 原理 中 ,质点 的 初 力 学 态 和 数学 上 以 函数 F(r ,i,t) 表 示 出 
的 运动 条 件 是 质点 在 + >to 以 后 的 全 部 时 间 中 力学 态 的 原因 。 

经 典 科学 (也 包括 量子 力学 ) 中 强调 的 是 不 依赖 于 时 间 的 定律 ， 一 旦 给 定 了 
初始 条 件 ， 这 些 永恒 的 定律 永远 确定 了 未 来 ， 如 同 它 确定 了 过 去 一 样 。 

在 牛顿 力学 的 应 用 范围 内 (运动 速度 其 小 于 光速 ， 量 子 效应 可 忽略 不 计 )， 
果真 事 事 都 那么 “确定 ” 吗 ? 自 20 世纪 60 年 代 以 来 ， 越 来 越 多 的 研究 对 这 个 问 
题 提出 了 否定 的 回答 。 时 至 今日 ， 人 们 已 认识 到 ， 牛 顿 定律 包含 的 “不 确定 ” 行 
为 或 称 作 随机 行为 ， 远 多 于 由 它 所 给 出 的 “确定 ”行为 。 关 于 牛顿 定律 的 内 在 随 
机 性 问题 将 在 非 线性 力学 一 章 讨论 。 

力学 确定 论 概念 还 可 以 从 下 面 的 讨论 中 明显 看 到 其 局 限 性 。 

若 合 力 下 给 定 为 宗 量 +-，v 和 上 的 单 值 函数 (在 力学 问题 中 总 是 如 此 假定 
的 )， 则 方程 〈1.8.2) 满足 初始 条 件 式 (1.8.7) 的 解 是 唯一 的 。 我 们 用 在 微分 
方程 的 数值 积分 中 所 用 的 方法 来 解 方程 (1.8.2)。 设 要 求 质点 在 时 刻 t 的 位 置 + 
和 速度 w， 为 此 目的 把 时 间 间隔 一 to 分 成 n 个 小 部 分 : to0，t1，…， 志 =t， 用 
泰勒 级 数 逐 一 求 出 rvbi,， (k=1, 2,…, nn) 

ri=rot+ vo(t1— to0) (1.8.8) 

-，+ ( 电 人 

0 于 ) vot) (nt) 1.8.9) 

等 等 。 在 泰勒 级 数 中 我 们 每 次 只 保留 如 -所 -1 的 一 次 宕 。 在 这 个 做 法 中 ,我 们 在 
方程 (1.8.9) 中 用 到 了 微分 方程 《1.8.2)， 也 就 是 由 它 找 出 了 加 速度 


dvy) _1 
本 ) Co om) (1.8.10) 


以 及 所 有 以 后 的 时 刻 & 的 加 速度 。 减 少时 间 间 隔 总 一刀 -1， 用 这 样 的 方法 可 以 
用 任何 预先 给 出 的 精确 度 算出 rs，v。 可 见 ， 运 动 方程 对 质点 加 速度 的 线性 性 
质 ， 对 求解 的 单 值 性 是 极其 重要 的 。 

在 上 述 计算 中 ， 要 求 必 须 把 时 间 间 隔 : - to 取得 足够 小 。 如 果 时 间 间 隔 上 一 
to 太 大 ， 则 力学 确定 论 原理 是 无 意义 的 。 随 着 时 间 的 流逝 ， 物 体 将 不 可 避免 地 
处 于 不 能 应 用 质点 概念 的 那 类 相互 作用 之 中 。 物 体 的 碰撞 现象 可 以 作为 这 类 相互 
作用 的 例子 。 若 在 碰撞 前 ， 某 种 转动 的 存在 不 影响 物体 质心 的 运动 ， 我 们 就 将 物 
体 看 成 质点 〈1.1S 节 )， 这样， 直到 碰撞 时 未 定 的 转动 (由 于 我 们 的 忽略 ) 实质 
上 将 影响 物体 碰撞 后 的 运动 性 质 ， 例 如 乒乓 球赛 中 打出 去 的 旋转 球 就 属 此 种 情 
帝 ， 因 而 力学 确定 论 〈 单 值 的 确定 性 ) 被 破坏 。 即 使 应 用 比 质点 更 具 普 遍 性 的 概 
念 ， 同 时 考虑 到 转动 来 给 定 物体 的 力学 态 ， 当 时 间 上 -to 增 大 时 ， 也 同样 不 可 避 
免 地 会 遇 到 这 样 的 相互 作用 ， 在 这 种 相互 作用 下 ， 物 体 的 形变 是 极为 重要 的 ， 也 
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就 是 说 ， 我 们 近似 的 力学 理论 的 适用 条 件 又 遭 到 了 破坏 。 

试图 在 时 间 间 隔 i: -to 增 大 时 得 到 后 继 力 学 态 的 完全 确定 性 ， 必 将 引导 到 需 
要 更 加 扩充 所 采用 的 力学 理论 的 普遍 性 ， 需 要 考虑 更 为 复杂 的 运动 条 件 ， 最 后 必 
然 要 对 物体 做 如 此 详尽 的 考察 : 要 考虑 到 该 物体 的 分 子 和 原子 的 结构 。 

其 次 ， 若 按照 拉 普 拉 斯 的 思想 ， 为 使 力学 确定 论 充分 实现 ， 必 须 设想 所 有 原 
子 的 初 力 学 态 是 给 定 的 。 然 而 就 是 这 样 不 切实 际 的 “精细 性 ”也 不 能 使 这 一 确定 
论 得 到 保证 ， 因 为 正如 我 们 现在 所 知道 的 ， 将 原子 看 作 质 点 只 有 在 一 定 的 条 件 下 
才 可 能 。 而 一 般 说 来 ， 原 子 是 一 个 复杂 的 系统 ， 遵 循 量子 力学 规律 ， 而 不 能 完全 
用 经 典 力学 来 描写 。 

力学 确定 论 原理 的 局 限 性 随 着 科学 和 技术 的 进步 越 来 越 看 得 清楚 。 实 际 上 它 
只 适 于 可 积 系统 和 线性 力学 (参见 非 线 性 力学 一 章 )。 


1.8.4 牛顿 第 三 定律 
现在 我 们 回 过 头 来 考察 封闭 系统 。 大 家 知道 ， 封 闭 质点 系 的 总 动量 守恒 


pit p2+ p3t+***+ ps t+ = const (1.8.11) 
式 中 ，p, 是 第 a 个 质点 的 动量 。 将 上 式 对 时 间 求 微 商 得 
dpi ,dpz ,dp3,... dpe 
df Td ra ta t=-0 
注意 到 
Shep, (1.8.12) 
这 里 ，F, 是 作用 在 第 a 个 质点 的 力 ， 于 是 得 到 
五) 十 下 十 下 3 十 十 站 十 … 一 0 (1.8.13) 
可 见 ， 封 闭 质点 系统 所 有 力 的 合力 为 零 。 通 常 也 把 没有 外 力作 用 的 质点 系统 定义 
为 封闭 系统 。 
特别 是 ， 如 果 封 闭 系统 中 只 包含 两 个 物体 ， 则 由 式 (1.8.13) 可 得 
下 1 三 一 五 > (1.8.14) 


上 式 表 明 ， 第 一 个 物体 作用 于 第 二 个 物体 上 的 力 和 第 二 个 物体 作用 于 第 一 个 物体 
上 的 力 大 小 相等 而 方向 相反 。 这 个 结论 就 是 著名 的 作用 和 反作用 定律 ， 或 者 叫做 
牛顿 第 三 定律 。 

牛顿 第 三 定律 实际 上 是 用 两 个 物体 组 成 的 封闭 系统 来 叙述 的 。 然 而 ， 并 不 存 
在 这 样 的 理想 条 件 ， 宇 宙 万 物 彼此 之 间 都 存在 着 相互 作用 ， 虽 然 当 距 离 很 远 时 ， 
相互 作用 将 微弱 得 失去 实际 重要 性 。 牛 顿 回避 了 如 何 使 所 需要 的 效应 摆脱 所 有 外 
界 的 影响 问题 ， 而 这 个 实际 困难 适 足 说 明 牛 顿 第 三 定律 论断 的 深远 意义 。 基 于 有 
限 观 察 所 得 的 结果 已 经 成 功 地 经 受 了 300 多 年 实践 的 检验 ， 这 是 对 他 的 深刻 理解 


1.8 牛顿 第 二 定律 (I) .43。 


力 和 物理 洞察 力 的 高 度 赞颂 。 

读者 在 学 习 力 学 的 初等 教程 时 ， 总 是 把 牛顿 第 三 定律 作为 力学 的 普通 定律 之 

一 。 然 而 我 们 必须 补充 的 是 ， 牛 顿 第 三 定律 并 不 是 自然 界 一 个 普 适 定律 ， 实 际 上 
它 是 一 个 关于 力 性 质 的 很 强 的 假设 ,物理 学 中 有 些 力 并 不 符合 这 个 定律 。 牛 顿 第 
三 定律 仅 在 下 述 情况 才能 适用 : 即 一 物体 〈 质 点 ) 作用 于 另 一 物体 (质点 ) 上 的 
力 是 沿 着 两 物体 的 连 线 方向 ， 这 种 力 叫做 有 心力 或 中 心力 。 不 论 中 心力 是 吸引 力 
还 是 排斥 力 ， 第 三 定律 均 适 用 。 万 有 引力 和 静电 力 都 是 中 心力 ， 所 以 牛顿 第 三 定 
律 适用 于 涉及 这 两 种 类 型 的 力 的 问题 。 有 时 ， 弹 性 力 ( 它 实际 上 是 微观 静电 力 的 
宏观 表现 ) 也 具有 中 心力 的 性 质 。 例 如 ， 由 一 平 直 弹簧 或 弹性 弦 连 接 的 两 个 点 状 
物体 所 受 的 力 即 服从 第 三 定律 。 任 何 与 相互 作用 物体 速度 有 关 的 力 ， 具 有 非 中 心 
性 质 ， 第 三 定律 不 适用 这 种 情况 。 以 有 限 速度 传播 的 相互 作用 具有 力 依赖 速度 的 
特征 。 因 此 ， 运 动 电荷 间作 用 力 不 遵 从 第 三 定律 ， 乃 因 这 种 力 以 光速 传播 。 其 至 
运动 物体 间 的 万 有 引力 也 是 与 速度 有 关 的 ， 唯 其 效应 很 弱 而 难 检 测 。 要 强调 的 
是 ,第 三 定律 仅 适用 于 两 个 物体 间 的 相互 作用 。 由 于 两 个 粒子 间 的 相互 作用 使 得 
其 中 之 一 或 二 者 辐射 能 量 ， 其 至 产生 新 粒子 ， 这 种 问题 不 属于 两 体 问题 。 在 这 种 
问题 中 ， 牛 顿 第 三 定律 也 不 成 立 。 

然而 一 个 封闭 系统 的 动量 守恒 为 迄今 为 止 的 科学 发 展 所 证 实 。 而 封闭 系统 的 
动量 守恒 定律 并 不 必须 依赖 牛顿 第 三 定律 。 因 而 封闭 系统 的 动量 守恒 是 自然 界 一 
个 普 适 定律 ， 它 是 一 个 比 牛顿 第 三 定律 更 为 普 适 的 定律 。 


1.8.5 力 的 基本 类 型 


所 有 的 力 都 来 自 不 同 物体 间 的 相互 作用 。 许 多 年 前 ， 这 些 相互 作用 多 得 弄 不 
清 ， 近 代 科 学 发 展 最 重要 特色 之 一 是 越 来 越 认识 到 只 有 少数 几 种 基本 不 同 的 相互 
作用 。 在 20 世纪 以 前 ， 人 们 所 熟悉 的 力 就 实质 来 讲 只 有 两 
磁力 。1896 年 放射 现象 的 发 现 与 20 世纪 30 年 代 对 核 力 的 研究 使 得 人 们 又 认识 
了 两 种 新 型 的 力 一 一 弱 力 与 强力 。 但 是 近 些 年 来 科学 的 发 展 证 实 弱 力 和 电磁 力 实 
际 上 是 一 种 力 ， 现 在 还 尚 待 命名 ， 弱 力 和 电磁 力 只 是 这 种 尚 待命 名 的 力 的 两 个 不 
同方 面 。 由 于 这 种 力 尚未 命名 ， 按 传统 习惯 仍 把 它们 作为 两 种 力 看 待 。 于 是 ， 人 
们 现在 所 认识 的 自然 中 的 力 共 有 四 种 ， 它 们 是 : 

1) 引力 ”由 于 物体 的 质量 而 在 物体 之 间 产 生 的 力 。 引 力 是 人 们 认识 得 最 早 
的 一 种 力 ， 关 于 它 的 第 一 个 理论 是 牛顿 在 1666 年 建立 的 万 有 引力 论 。250 年 之 
后 ， 爱 因 斯 坦 又 把 它 发 展 为 广义 相对 论 。 万 有 引力 从 原则 上 讲 出 现 于 一 切 质量 不 
为 零 的 粒子 之 间 ， 然 而 实际 上 只 有 当 这 些 粒 子 聚 集成 质量 巨大 的 物体 时 ， 它 才能 
显著 地 发 挥 作用 。 地 球 表面 物体 所 受到 的 引力 通常 称 为 重力 。 

2) 电磁 力 ”由 于 静止 的 或 运动 的 电荷 而 产生 的 力 。 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 它 
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几乎 是 所 有 宏观 力 的 缔造 者 。 比 如 ， 各 种 材料 的 内 部 张力 、 弹 性 力 、 分 子 间 的 化 
学 结合 力 、 物 体 与 物体 之 间 的 摩擦 力 等 ， 都 是 由 电磁 力 造 成 的 。 

3) 弱 力 ” 它 仅 在 微观 世界 才 悄 悄 地 出 现 ， 力 程 极 短 , 约 10-5cm， 它 的 
“力所能及 ”的 范围 只 相当 于 原子 半径 的 1/107。 因 此 ， 宏 观 世 界 的 物理 现象 中 
没有 弱 力 的 踪迹 。 弱 力 的 强度 只 有 电磁 力 的 1/102。 弱 力主 要 支配 一 些 粒 子 的 衰 
变 及 俘获 现象 (如 8 衰变 )。 

4) 强力 ” 它 也 是 短程 力 ， 力 程 约 10-Scem， 所 以 是 一 种 微观 力 ， 在 宏观 世 
界 里 不 圳 声色 。 大 家 知道 ， 虽 然 电 力 承 担 着 把 原子 结合 在 一 起 的 作用 ， 但 它 本 身 
却 妨 碍 着 原子 核 的 存在 。 原 子 核 含 有 质子 ， 在 电 性 上 互相 排斥 而 又 没有 产生 抵偿 
作用 的 负电 荷 使 之 稳定 。 把 原子 核 中 的 核子 (质子 和 中 子 ) 束缚 在 一 起 的 就 是 强 
相互 作用 。 在 小 于 10” em 的 距离 内 ， 它 超过 对 核子 之 间 的 一 切 其 他 相互 作用 而 
占 支 配 地 位 ， 对 于 大 于 10- Sem 的 距离 ， 核 力 很 快 就 变 得 可 略 而 不 计 。 强 力 是 种 
异常 复杂 类 型 的 相互 作用 ， 直 到 大 约 0.4xX10 -Sem， 还 是 吸引 力 ， 距 离 要 再 小 
它 就 变 成 强 排斥 力 了 。 它 部 分 是 非 中 心力 ， 即 不 同 于 引力 和 库仑 力 ， 它 的 方向 并 
不 在 相互 作用 的 粒子 的 连 线 上 。 有 点 像 库仑 力 只 存在 于 带电 粒子 之 间 那 样 ， 强 力 
的 相互 作用 只 存在 于 某 一 类 粒子 之 间 ， 这 类 粒子 称 为 强 子 。 这 类 粒子 ， 除 核子 本 
身 外 ， 还 包括 若干 稍 轻 一 点 的 粒子 〈 介 子 ) 和 稍 重 一 点 的 粒子 〈 重 子 )， 所 有 这 
些 粒子 都 是 不 稳定 的 ， 寿 命 极 短 (10 ss 或 更 短 )。 

从 上 面 的 讨论 可 见 ， 在 经 典 力学 中 ， 弱 力 和 强力 实际 是 没有 地 位 的 。 经 典 力 
学 中 真正 关注 的 相互 作用 类 型 只 是 电磁 的 或 引力 的 那些 情形 。 

在 我 们 所 做 的 分 类 之 外 ， 加 上 我 们 将 称 之 为 “接触 力 ” 的 一 类 力 一 一 这 类 力 
出 现在 普通 物体 的 机 械 接触 中 一 一 不 仅 有 用 ， 而 且 从 经 典 力 学 观点 来 看 是 非常 重 
要 的 。 昌 然 这 些 力 只 不 过 是 大 量 原子 之 间 的 基本 电磁 力 的 宏观 表现 ， 但 它们 对 于 
描述 力 现象 中 的 大 多 数 常见 的 相互 作用 非常 有 用 ， 把 它们 单独 归 类 是 值得 的 。 尽 
管 这 只 是 一 种 人 为 的 分 类 。 广 义 地 说 ， 所 有 我 们 所 熟悉 的 、 具 有 机 械 性 质 的， 包 
括 液体 或 气体 施加 于 一 个 面 上 的 力 ， 都 是 这 一 意义 下 的 接触 力 。 

一 个 极其 重要 的 事实 是 ， 与 引力 不 同 ， 各 粒子 间 的 电力 既 有 吸引 性 也 有 排斥 
性 ， 原 因 是 存在 着 两 种 不 同 的 电荷 。 从 表面 上 看 ， 两 中 性 原子 在 分 隔 开 时 完全 不 
会 互相 施加 力 (引力 的 强度 只 是 电磁 力 的 1/1027 ， 可 略 而 不 计 )。 但 实际 上 不 然 ， 
只 有 当 一 原子 中 的 正 负电 荷 都 位 于 同一 点 时 才 会 如 此 。 实 际 上 电子 和 原子 核 是 稍 
为 分 开 一 点 的 ， 此 外 ， 原 子 也 并 不 是 一 个 刚性 结构 。 虽 然 当 原 子 孤 立时 电子 所 带 
负电 荷 分 布 的 “重心 ”与 带 正 电 的 原子 核 重合 ， 但 如 果 有 另外 的 粒子 趋 近 时 这 一 
情况 是 会 被 扰动 的 。 这 方面 的 一 种 表现 是 中 性 原子 之 间 存 在 一 特征 性 吸引 力 ， 称 
为 范 德 瓦 耳 斯 力 。 该 力 在 两 原子 互相 接近 时 迅速 增 大 ， 比 1/r? 快 得 多 ， 详 细 计 
算 表明 ， 这 是 同类 中 性 原子 之 间 按 1/r7 变化 的 一 种 力 。 
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而 且 ， 还 存在 另 一 种 力 ， 它 在 人 们 企图 把 中 性 原子 挤 压 到 一 起 时 开始 起 作 
用 ,这 是 一 个 正 的 (排斥 ) 力 ， 随 距离 减 小 而 增加 ， 甚 至 比 范 德 瓦 耳 斯 力 变 化 更 
快 。 两 中 性 原子 间 的 力 ， 作 为 它们 中 心 之 间 的 距离 的 函数 ， 如 图 1.16 所 示 。 在 
r 的 某 一 数值 处 ， 作 用 力 曲 线 经 过 零点 ， 这 数值 (>o) 可 以 认为 是 两 个 原子 半径 
之 和 ， 即 一 个 原子 的 直径 (设想 两 原子 相同 )。 


图 1.16 范 德 瓦 耳 斯 力 


当 - 继续 减少 到 ro 以 下 时 ， 力 下 的 排斥 成 分 增长 得 非常 陡峭 ,使 原子 差 不 
多 像 一 个 刚性 球 。 这 种 情况 的 一 个 表现 是 凝聚 物 的 高 度 不 可 压缩 性 。 在 图 1.16 
中 的 虚线 是 对 原子 间 的 力 的 理想 化 结果 ， 在 x < ro 时 ， 相 应 于 完全 不 可 穿 透 性 ， 
而 在 "> ro 时 ， 相 应 于 范 德 瓦 耳 斯 吸引 力 。 

由 于 在 经 典 力学 中 要 处 理 的 物体 差不多 都 是 电 中 性 的 ， 对 中 性 原子 闻 的 力 有 
清晰 的 概念 是 非常 重要 的 。 例 如 ， 当 一 光滑 的 硬 物 紧 压 着 另 一 光滑 的 硬 物 时 ， 由 
于 正 负 电荷 分 布 的 变形 ， 就 会 产生 出 所 谓 接触 力 。 这 种 力 的 特性 是 ， 它 们 随 物体 
间距 离 的 变化 比 带 有 电荷 间 按 反 平方 律 的 变化 要 快 得 多 ， 因 而 接触 力 实际 上 是 非 
常 短程 的 力 ， 当 物体 间 的 距离 大 于 约 一 原子 直径 时 ， 它 们 立即 下 降 到 可 忽 上 略 的 大 
小 。 但 是 ， 它 们 确实 与 分 开 的 距离 有 明显 的 依赖 关系 。 这 一 事实 表明 ， 我 们 关于 
“接触 ”的 概念 的 基本 含义 并 非 那么 明确 。 但 是 ， 对 于 不 带电 的 物体 ， 从 可 以 略 
而 不 计 的 力 到 极为 巨大 的 力 之 间 的 过 渡 非 常 突 然 这 一 事实 ， 使 我 们 有 理由 假设 ; 
物体 是 完全 刚性 的 ， 具 有 一 个 轮廓 清楚 的 几何 边界 ， 在 这 边界 外 没有 相互 作用 。 
这 只 是 一 种 理想 化 的 处 理 ， 实 际 上 只 要 测量 足够 精细 ， 就 会 发 现 力 随 距 离 的 变化 
总 是 连续 的 。 

前 面 的 讨论 集中 在 把 两 物体 简单 地 推 到 一 起 时 起 作用 的 接触 力 。 这 种 力 是 垂 
直 于 接触 面 的， 我 们 称 之 为 法 向 力 。 沿 接触 面 的 切 向 力 同 样 是 我 们 感 兴趣 的 ， 切 
回力 又 叫 摩擦 力 。 如 果 忽 略 摩擦 力 ， 这 种 接触 就 叫 光滑 接触 。 
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当 物 体 静 止 时 ， 摩 擦 力 的 方向 可 以 这 样 确定 : 设想 如 果 没 有 摩擦 力 存在 ， 则 
物体 将 会 在 其 他 已 知 力 的 作用 下 沿 着 接触 面 做 某 个 方向 的 相对 滑动 ， 则 摩擦 力 的 
方向 就 和 这 个 方向 相反 。 可 以 想到 ， 这 是 很 自然 的 结论 ， 因 为 摩擦 力 的 存在 阻碍 
了 物体 沿 这 个 方向 滑动 。 当 物体 滑动 时 ， 摩 擦 力 的 方向 恒 与 滑动 方向 相反 。 总 
之 ,摩擦 力 的 存在 起 着 阻碍 物体 在 接触 面 上 滑动 的 作用 。 | 

对 于 摩擦 现象 及 规律 的 认识 ， 至 今 人 们 掌握 得 还 不 多 ， 因 为 它 的 真正 性 质 涉 
及 能 量 转换 的 复杂 规律 及 微观 的 物理 规律 。 在 理论 力学 中 ， 只 从 宏观 的 观点 说 明 
摩擦 力 的 性 质 ， 工程 上 常用 1781 年 库仑 (Coulomb) 的 实验 结果 ， 称 为 摩擦 定 
律 。 这 个 定律 实际 上 仍然 是 十 分 粗 烟 的 。 现 将 库仑 摩擦 定律 简 述 如 下 : 

1) 摩擦 力 有 一 个 不 能 超过 的 极限 值 Fw， 当 未 发 生 相对 滑动 时 ， 静 摩 力 下 
满足 中 

F<F (1.8.15) 
这 里 的 Fwss 就 是 最 大 静摩擦 力 。 至 于 静摩擦 力 ， 它 可 以 是 零 到 最 大 静摩擦 力 之 
闻 的 任何 值 ， 它 与 所 加 外 力 数 值 有 关 。 

2) 最 大 静摩擦 力 Fu 与 接触 面 的 法 向 力 N 有 关 ， 而 且 

Fax = AN (1.8.16) 
其 中 ，j 是 一 个 与 N 及 接触 面积 无 关 的 常数 ， 称 为 摩擦 因数 ， 它 只 与 两 个 接触 
面 的 性 质 〈 粗 糙 程 度 、 质 料 、 温 度 、 滑 润 情况 等 ) 有 关 ， 无 量 纲 。 例 如 ， 精 加 工 
并 上 了 油 的 金属 表面 互相 之 间 的 摩擦 因数 w= 0.10， 制 动 材料 与 铸铁 之 间 的 摩擦 
因数 w=0.4。 

3) 当 两 接触 面 产生 相对 滑动 时 

下 =ApN (1.8.17) 
其 中 ，y 称 为 动 摩擦 因数 。 一 般 说 来 ，y < pj ( 动 摩擦 因数 比 静 摩擦 因数 小 )， 
但 二 者 相差 不 大 ， 在 通常 计算 中 可 近似 认为 /= y.。 摩 擦 因数 一 般 由 实验 测定 。 

滚动 摩擦 是 与 滑动 摩擦 物理 本 质 完全 不 同 的 男 一 类 摩擦 ， 今 天 我 们 人 类 的 生 
活 中 处 处 都 充满 轮子 ， 正 是 充分 利用 了 这 一 结果 。 

最 后 ,我们 要 介绍 一 下 所 谓 黏 性 阻力 ， 当 物体 在 黏 性 流体 中 运动 时 ， 它 带动 
邻近 的 流体 分 子 与 它 一 起 运动 ， 因 而 受到 流体 对 它 的 反作用 ， 这 种 反作用 叫做 蔡 
性 阻力 ， 其 方向 与 运动 方向 相反 ， 大 小 则 与 物体 运动 速度 有 关 。 如 果 以 R 表示 
这 种 阻力 ， 则 可 近似 地 表示 为 

R= -cv ly (1.8.18) 
其 中 ， 因 子 与 流体 的 黏 性 及 物体 的 几何 形状 有 关 ，u 是 物体 运动 的 速度 ，n 是 正 
整数 ， 在 低速 时 可 取 ”= 2。 


Q 这 里 的 摩擦 力 指 滑动 摩擦 力 。 
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1.9 运动 微分 方程 的 投影 


1.9.1 运动 微分 方程 的 投影 


牛顿 第 二 定律 
dr _ 
m 2 Fr,r,t) (1.9.1) 
或 者 
d= Tp(r,i,t) (1.9.2) 


称 为 质点 的 运动 微分 方程 。 上 式 是 矢量 方程 ， 然 而 对 于 具体 问题 ， 往 往 需要 在 一 
定 的 坐标 系 中 求解 。 兹 将 该 方程 在 常用 坐标 系 中 的 投影 式 分 述 如 下 
1) 直角 坐标 系 ” 利 用 式 (1.4.10) 可 得 矢量 方程 (1.9.1) 在 直角 坐标 轴 上 
的 投影 具有 如 下 方程 组 的 形式 
mz = F, 
-| (1.9.3) 


mz = F, 
2) 柱 面 坐 标 系 ”利用 式 (1.4.24) 可 得 矢量 方程 (1.9.1) 在 柱 面 坐标 轴 上 
投影 形式 为 


m(p— pop’)=F, 
m(pp +268) = 人 eh (p29)=F, (1.9.4) 
mz = F, 


3) 平面 极 坐 标 系 ”利用 式 (1.4.27c) 可 得 矢量 方程 (1.9.1) 在 平面 极 坐 
标 轴 的 投影 式 为 


Mi (六 一 rgb2) = 下 
as (1.9.5) 
4) 球面 坐标 系 ”利用 式 (1.4.44b) 或 (1.4.44c) 可 得 矢量 方程 (1.9.1) 


在 球面 坐标 轴 上 的 投影 式 为 
m(7—-r02— xp?2sin20)= 瓦 
m(r0+270 一 rp2singcosg)= Fy (1.9.6a) 


m(rpsing +278sind +2r8 0 cos0) = F, 
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m(7—r02— rpsin0)=F, 
1ld,/, 2 2 一 
[二 人 Cr 0 ) 一 rp sinbcosg] = F, (1.9.6b) 
m [gh (rpsin0) |= F, 
5) 自然 坐标 系 ”利用 式 (1.4.78) 可 得 矢量 方程 (1.9.1) 在 自然 轴 上 的 投影 式 为 


mv = F. 
m =F (1.9.7) 


0=F, 

6) 曲线 坐标 系 ” 利 用 公式 (1.4.48) 可 得 运动 方程 在 任何 (包括 非 正 交 的 ) 

曲线 坐标 轴 上 的 正 交 投影 为 
dv 9v? 
2 (& adi 5 ) = Fi 

上 面 我 们 给 出 了 在 常用 的 几 种 坐标 系 中 运动 微分 方程 的 投影 形式 。 上 列 方程 
可 以 用 来 解决 两 类 不 同 的 动力 学 问题 : 第 一 类 是 根据 给 定 质点 的 运动 ， 即 给 定 作 
为 时 间 函 数 的 质点 坐标 r(:) ， 求 施 于 质点 上 的 合力 下 (rr,t) ， 此 即 所 谓 动 力 
学 的 正 问题 ; 第 二 类 是 根据 给 定 的 合力 F(r ,r,t) ， 求 作为 时 间 函 数 的 质点 坐标 
r(t) ,或 者 说 质点 运动 规律 ， 即 动力 学 的 逆 问 题 。 

动力 学 的 正 问题 ， 实 际 上 是 运动 学 问题 ， 它 总 可 以 用 简单 的 微分 方法 来 解 
决 ， 结 果 得 到 在 每 一 时 刻 施 于 质点 上 的 合力 ， 即 确定 的 时 间 函 数 F(:) ， 将 它 与 
给 定 的 函数 "(z) 相 比较 ， 便 可 以 显 式 表 为 质点 的 坐标 、 速 度 和 时 间 的 函数 。 在 
这 种 问题 中 ， 给 定 的 是 运动 方程 (1.9.1) 的 左 方 ， 而 要 求 的 是 右 方 。 可 是 在 动 
力学 的 逆 问 题 中 ， 给 定 的 是 运动 方程 (1.9.1) 的 右 方 ， 要 求 的 是 左 方 。 在 首 问 
题 中 ， 应 当 认 为 方程 (1.9.3) 一 (1.9.8) 的 左 方 是 r+-，v，: 的 已 知 函 数 。 逆 
问题 原则 上 可 归结 为 微分 方程 组 (1.9.1) 的 积分 ， 在 已 知 函 数 下 的 一 般 形 式 
下 ， 这 是 极 困难 的 ， 它 的 解析 解 往往 是 找 不 到 的 ， 甚 至 根本 就 做 不 到 ， 只 有 在 函 
数 下 的 某 些 特殊 形式 下 ， 解 析 解 才 是 可 能 得 到 的 。 

由 于 对 于 大 多 数 问题 ， 要 想 写 出 解析 表达 式 十 分 困难 ， 甚 至 根本 做 不 到 。 因 
此 ， 在 力学 中 发 展 了 各 种 方法 ， 比 如 在 精确 的 表达 式 求 不 出 来 时 就 求 近似 表达 式 
(近似 法 )， 在 写 不 出 解 的 解析 表达 式 时 就 仅 讨论 解 的 某 些 可 能 性 质 (定性 法 ) 等 
等 。 特 别 是 ， 因 为 所 解 的 是 力学 问题 ， 在 许多 地 方 有 明显 的 物理 意义 ， 因 而 可 以 
利用 物理 上 的 考虑 与 数学 上 的 演算 相互 配合 ， 使 问题 得 到 解决 。 


(i=1,2,3) (1.9.8) 
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1.9.2 力 的 特殊 形式 


我 们 现在 来 考察 使 运动 微分 方程 (1.9.1) 易 求 积分 的 一 些 特殊 形式 的 力 的 
例子 。 

1. 力 与 时 间 和 坐标 均 无 关 

如 果 在 空间 中 每 一 点 对 质点 都 有 一 定 力作 用 ， 则 所 有 这 些 力 的 总 和 称 为 力 
场 。 

一 般 情 况 下 ， 力 场 可 逐 点 改变 ， 同 时 与 时 间 有 关 。 

我 们 现在 来 研究 质点 在 均匀 场 中 运动 这 种 最 简单 的 情况 。 所 谓 均匀 场 就 是 
指 力 场 在 各 处 都 大 小 相同 、 方 向 不 变 且 与 时 间 无 关 。 例 如 ， 在 与 地 球 半径 比较 
起 来 很 小 的 局 部 区 域内 ， 地 球 重力 场 就 是 这 样 的 场 。 均 匀 电 场 也 可 以 看 成 这 样 


的 场 。 
质点 的 运动 微分 方程 是 
m =F 
在 我 们 所 考察 的 情况 下 ，F = const。 将 上 式 写 为 
dv = Fdt 


对 z 积分 一 次 得 

v= LF 十 Cl 

mm 

式 中 ，ci 是 特定 常 矢量 。 将 :=0 时 v= vo 代 和 人, 求 得 el = vo， 于 是 得 速度 变化 
的 规律 为 

v= v0+ LF: (1.9.9) 
因此 ， 在 均匀 场 中 速度 是 时 间 的 线性 函数 。 对 于 b 所 得 到 的 公式 还 表明 ， 质 点 
是 在 力 矢量 F 和 初速 度 wo 所 构成 的 平面 内 运动 。 

再 利用 wu= drvdz 代入 并 积分 得 
r 二 vot 二 元- 十 C2 

其 中 ， 积 分 常 矢 量 c, 由 初始 条 件 >|,-o = ro 求 得 ，c = ro。 于 是 得 


1 
r= vott3Pt 二 ro (1.9.10) 


至 此 问题 虽 已 解 完 ， 但 我 们 并 不 容易 从 这 个 矢量 式 子 中 看 出 运动 的 轨道 形 
状 。 下 面 用 坐标 表示 方法 求解 。 
前 面 我 们 已 经 得 到 结论 ， 在 均匀 场 中 ， 质 点 是 在 力 矢量 和 初速 度 所 构成 的 平 
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面 内 运动 。 设 平面 的 坐标 轴 为 zx 和 y， 且 力 下 的 方向 沿 着 y 轴 。 确 定 质点 的 速度 
v 的 方程 (1.9.9) 对 其 投影 we ，z 分 成 两 个 方程 


v = lp + vy 
” m | (1.9.11a) 
其 中 ，w。 和 ww 分 别 为 初速 度 在 坐标 轴 上 的 投影 。 

众所周知 ， 速 度 的 投影 等 于 质点 相对 应 的 坐标 对 时 间 的 微 商 。 于 是 ， 我 们 把 


上 式 写 成 
d 1 
dt =—F+ "| 


1.9.11b 
dz ( ) 


dt zo 


将 上 式 对 时 间 : 积分 得 


__ 1 2 
| (1.9.12) 


T= vttxo 
其 中 ，zo 和 yo 是 坐标 的 初始 值 。 这 个 方程 式 确定 了 质点 运动 的 轨道 。 为 简单 
计 ， 选 择 当 w 为 零 时 开始 计算 时 间 ， 故 ww =0， 并 选择 此 时 质点 位 于 坐标 原点 ， 
则 zo= yo=0。 最 后 ， 因 现在 初速 度 和 re, 一致 ， 索 性 简 记 为 wo， 这 样 ， 我 们 得 
到 


F 2 
= 
>” 2m | (1.9.13) 
T= vot 
消去 1 得 
y=—£ ;x? (1.9.14) 
2mvwé 


显然 ， 上 式 为 抛物 线 方程 。 因 此 ， 在 均匀 场 中 质点 沿 抛物 线 运动 ( 见 图 1.17)。 
从 上 例 中 看 出 ， 直 接 由 矢量 形式 的 微分 方程 (1.9.1) 求解 是 不 方便 的 ， 因 

> 为 即使 是 解 求 出 来 了 ， 也 不 容易 看 出 运动 的 规 

律 , 更 何况 在 许多 情况 下 并 不 容易 求 出 其 解 。 我 
们 通常 的 方法 是 ， 先 取 定 坐标 系 ， 将 式 (1.9.1) 
写成 三 个 分 量 形式 的 微分 方程 ， 相 应 地 把 初始 条 
x 件 也 写成 三 个 分 量 形式 ， 然 后 再 去 求解 。 在 解决 
各 种 具体 问题 时 ， 原 则 上 是 选用 任意 的 坐标 系 都 
行 ， 但 是 ， 选 取 合适 的 坐标 系 能 使 解 题 步 又 简 化 。 


一 一 
| 


Do 


图 1.17 均匀 场 中 质点 沿 抛物 线 


运动 


1.9 运动 微分 方程 的 投影 ， St 


2. 力 只 依赖 于 时 间 


若 力 只 依赖 于 时 间 
F= F(z) (1.9.15) 
则 由 运动 方程 
dv 
m 到 二 下 
经 一 次 积分 后 即 得 三 个 独立 的 运动 积分 
v -4| Fdt+o (1.9.16) 
很 明显 ， 常 矢量 ci 的 物理 意义 是 初速 度 v6。， 这 只 要 以 1=zio 代 人 上 式 即 可 看 出 
vl,=1 = V0= cl (1.9.17) 
令 
上 Fdi = 9(1) (1.9.18) 
则 式 (1.9.16) 可 以 写成 
生 = 二 p() + vo (1.9.19) 
再 对 时 间 积 分 一 次 得 
= 工 | pdr + volt - 0) + e (1.9.20) 
mm to 
c2 的 物理 意义 也 很 明显 ， 若 令 1 = to， 从 上 式 可 以 看 出 C2 就 是 初 位 置 ro 
r=s =ro=e2 (1.9.21) 
将 式 (1.9.21) 代入 式 (1.9.20) 得 
+ 二 | olds + oo ~ 10) + ro (1.9.22) 


上 式 即 为 在 力 仅 依赖 于 时 间 情 况 下 运动 微分 方程 的 通 解 。 自 然 ， 它 包括 力 不 依 赖 
于 时 间 的 特殊 情况 。 

3. 力 只 依赖 于 速度 

对 于 力 只 依赖 于 速度 我 们 仅 限 于 讨论 沿 x 轴 做 直线 运动 的 特殊 情况 。 在 只 
有 一 个 分 量 ， 即 下 ,= F, =0， 且 初速 度 只 有 沿 轴 x 的 分 量 的 条 件 下 ， 会 产生 这 
种 运动 。 在 这 种 情况 下 ， 力 的 大 小 只 是 速率 的 函数 ， 即 


F= F(wvw) (1.9.23) 
例如 ,介质 对 物体 的 阻力 是 速度 的 函数 。 在 我 们 所 考察 的 情况 下 ， 运 动 方程 为 
dv 


m qr = Fv) (1.9.24) 
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这 个 方程 可 按 两 种 方法 进行 积 
a) 按 v 和 + 分 离 变量 
dv _ 
m FCo) = dt (1.9.25) 
从 zto 到 z 进行 积分 ， 自 然 v 的 积分 限 是 从 vo 到 vw 
tto= "| (1.9.26) 


b) 按 wv 和 zz 分 离 变量 
因为 
dv_ dvdzx dv 


季 = 9 和 = 到 (1.9.27) 
所 以 式 (1.9.25) 可 以 改写 为 
mv 92=F(v) (1.9.28) 
分 离 变量 
m BES = de (1.9.29) 
进行 积分 ， 在 zo 处 速度 为 wo， 所 以 
zxo= ”| Be (1.9.30) 


对 每 一 时 间 上 *， 由 式 (1.9.26) 得 一 确定 的 速度 值 。 而 对 每 一 个 w 由 式 
(1.9.30) 得 一 确定 的 z 值 ， 因 而 问题 完全 解决 。 
4. 力 只 依赖 于 坐标 
只 依赖 于 坐标 的 力 是 场 力 ， 如 万 有 引力 、 和 静电 场 力 、 弹 性 力 等 ， 为 简单 计 ， 
我 们 这 里 只 讨论 一 维 情况 ， 设 
F=F(z) (1.9.31) 
运动 方程 为 
m d=F(z) (1.9.32) 


此 类 问题 应 对 坐标 积分 求解 。 考 虑 到 式 (1.9.27)， 运 动 方程 (1.9.32) 可 以 写 
成 


mv Y= F(x) (1.9.33) 
分 离 变 量 
mvdv 二 F(z)dzr (1.9.34) 


对 上 式 进行 积分 得 


1.9 运动 微分 方程 的 投影 ， 53 ， 


mo = | F(z)dr = 9(zx) (1.9.35) 


2 
2 十 
+ /Pt (1.9.36a) 
m 


在 上 式 中 ，wv >0 时 取 正 号 ，v<0 时 取 负 号 ，ci 是 积分 常数 。 用 dx /dt 兰 代 w。 


2 十 
dz 41224z)+ ca (1.9.36b) 
dt m 


(1.9.37) 


将 上 式 分 离 变 量 后 再 积分 得 


上 一 0 三 士 


:| ,7 二 本 + c1)/m 
然后 从 积分 结果 中 反 解 出 x = z(z) ， 就 得 到 了 质点 的 运动 规律 。 


1.9.3 ”例题 


前 面 的 阐述 有 些 抽 象 ， 下 举 几 个 解 运动 微分 方程 的 具体 例子 。 

例 1 简 谐 振子 

我 们 考虑 一 个 被 约束 在 一 维 情况 下 的 振动 。 假 设 粒 子 有 一 个 稳定 平衡 位 置 。 
我 们 选 这 一 位 置 为 原点 。 如 果 粒 子 从 原点 离开 (在 任意 方向 )， 有 某 一 力 将 驱使 
粒子 回 到 初始 位 置 ， 这 个 力 一 般 是 位 移 ， 也 许 还 有 粒子 的 速度 ， 甚 至 还 有 位 置 坐 
标的 某 种 高 阶 时 间 导 数 的 某 种 复杂 函数 。 我 们 这 里 只 考虑 恢复 力 下 仅 是 位 移 的 
函数 :下 = F(x)。 

我 们 假设 描述 恢复 力 的 函数 下 = F(z) 具有 任意 阶 的 连续 导数 ， 则 函数 可 以 
按照 泰勒 级 数 展开 

dF 1 2/dF 
) 27 (7), 


五 一 F(z)= Po+rz[ 生 2 dz2 (1) 


式 中 ，Fo 是 F(z) 在 原点 (z=0) 的 值 , 而 (d*F/dzx") 是 在 原点 的 nn 阶 导数 。 
由 于 原点 定义 在 平衡 点 ，Fo 必然 是 零 。 如 果 我 们 只 限于 粒子 的 位 移 足 够 小 的 情 
况 ， 我 们 可 以 忽略 zx? 项 和 z 的 高 阶 项 。 因 此 ， 我 们 得 到 一 个 近似 关系 式 
F(x)= — kz (2) 
式 中 ,& 二- (dF/dr) ， 叫 做 恢复 系数 。 因 为 恢复 力 总 是 指向 平衡 位 置 (原点 )， 
所 以 (dFvdz)o 是 负 值 ， 因 而 & 是 个 正常 数 。 因 为 F(x) 中 只 出 现 位 移 的 一 次 
方 ， 所 以 在 这 种 近似 中 恢复 力 是 线性 力 。 
能 够 用 方程 (2) 描述 的 系统 叫做 遵守 胡 克 定律 (Hookes law) 的 系统 。 有 
一 类 物理 过 程 ， 包 括 弹 性 形变 在 内 都 可 以 应 用 胡 克 定律 处 理 。 但 是 我 们 要 强调 
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指出 ， 这 种 计算 仅仅 是 近似 的 ， 因 为 自然 界 中 任何 真实 力 都 会 比 单纯 由 胡 克 定 
律 描述 的 力 复杂 。 要 记 住 ， 线 性 力 仅 是 一 个 常用 的 近似 ， 它 只 限于 小 振幅 才 是 
正确 的 。 

质点 受到 形 为 式 (2) 的 力 ， 即 和 它 的 位 移 成 正比 的 恢复 力 时 所 产生 的 运动 ， 
称 为 简 谐 振动 ， 这 样 的 振动 系统 叫 简 谐振 子 。 

简 谐 振子 典型 的 力学 模型 是 所 谓 弹 簧 - 质量 系统 。 例 如 ， 取 一 不 考虑 质量 的 
弹簧 ， 放 在 水 平 位 置 ， 一 端 固定 ， 另 一 端 系 一 质量 为 m 的 质点 ， 就 是 这 样 的 系统 。 
设 取 质点 平衡 位 置 为 坐标 原点 O， 沿 水 平 轴 拉 伸 弹 得 使 质点 产生 微小 位 移 zx， 质点 
所 受 的 弹性 恢复 力 可 以 写 为 

F(x) =- kxi 
这 里 ， 我 们 给 出 的 模型 是 符合 胡 克 定律 的 真实 弹性 力 ， 对 于 其 他 虽 非 弹性 但 符合 
这 个 条 件 的 力 统称 为 准 弹性 力 。 就 位 移 而 言 ， 既 可 以 是 线 位 移 ， 也 可 以 是 角 位 


移 。 
质点 在 准 弹性 力作 用 下 的 运动 微分 方程 为 
m = — kz (3) 
令 wi=k/m， 可 将 式 (3) 写成 
z+wsr=0 (4) 
该 方程 的 通 解 是 
X=c1sinwot + ccoswot (5) 


其 中 ，c1 和 cz 为 待定 的 积分 常数 ， 取 决 于 质点 运动 的 初始 条 件 。 设 上 =0 时 ，z 
= Xo, z= vO, 则 不 难 求 得 c1= vo/wo, C2= x0, 于 是 
v0. 
工 二 Dosinwot + xzocoswot (6) 
今 引 入 另外 两 个 常数 : 振 辐 A 和 初 位 相 6， 使 


Xo0= AcosOl 


vo , 
— 二 Asing 
wo 


或 者 从 上 二 式 解 出 A 和 0 


A= zi+ (加 ) 0) 


(8) 


vo 
0= arctan 
20Z0 


于 是 式 (6) 还 可 以 写 为 另 一 较为 简单 的 形式 
X= Acos(wot — 0) (9) 
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用 公式 (9) 描述 的 运动 显然 是 周期 性 的 ， 因 为 时 间 是 通过 周期 函数 进入 式 (9) 
的 ， 意 思 就 是 说 ， 有 这 样 一 个 时 间 的 间隔 工 ， 它 使 得 

cos(wot ~“0)= cos[wo(t + T)—0] 
由 此 推 得 


woT =27, wo= 择 


wo 称 为 固有 角 频 率 ， 而 周期 了 的 倒数 称 为 线 频 率 ， 简 称 频率 ， 记 作 ，( 有 时 也 
记 作 亡 


1 _wo 
:下 ”2r 
因 wo=vVk/m， 所 以 上 式 又 可 写成 
, 工 讨 
27Y m 


简 谐振 子 无 论 在 经 典 物 理 或 量子 物理 中 都 有 基本 的 重要 意义 。 分 子 中 原子 的 微小 
振动 ， 原 子 核 表 面 的 振动 等 都 是 例子 。 在 平衡 位 置 附近 做 热 运 动 的 唱 格 粒子 也 是 
简 谐振 子 。 以 后 我 们 还 会 在 不 同 的 场合 ， 从 不 同 的 角度 仔细 讨论 与 其 有 关 的 问题 。 
例 2 带电 粒子 在 匀 强 电场 中 的 运动 1 
有 一 质量 为 m 的 带电 粒子 ， 电 荷 为 9， 在 恒定 的 均匀 电场 中 沿 着 场 强 瓦 做 
直线 运动 。 根 据 式 (1.8.1) 有 


ma = gE 
或 者 ， 粒 子 运动 微分 方程 
上 式 中 ，g/m 是 带电 粒子 的 荷 质 比 ， 是 一 个 常量 。 对 式 (1) 进行 积分 得 
ut) -tv (2) 
再 积分 一 次 得 
r(t) -tvot+t ro (3) 


这 里 ， ro 与 vo 是 to 时 位 置 矢量 和 速度 矢量 。 

例如 ， 一 个 质子 被 电场 ,=1V /em 由 静止 开始 加 速 ， 经 过 lns (10-9s) 后 
的 速度 很 容易 由 式 (2) 求 得 。 因 =0， 所 以 质子 沿 E, 方向 做 匀 加 速 直 线 运 
动 , 式 (2) 简化 为 


e 
v(t) = Eat, vy = v=0 


质子 质量 m=1.6x10-”*g,，e=4.8X10-19esu 电量 ， 故 得 10-% 末 的 速度 为 
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4:8X10 "x1x107° x 105 (em/ 
US F102 2.4xX10° (cm/s) 


由 于 我 们 仅 想 估算 一 下 数量 级 ， 计 算 中 取 2x 10-24 作 为 质子 质量 。 
如 用 国际 单位 制 
E,=3x10V/m 
e=1.6x10-3C 
(1:6X10 ?3) (3x104) (1x107°) 
2X10-27 
22.4xX10m/s 
顺便 指出 ， 在 理论 物理 学 中 ， 往往 为 了 避免 在 推导 公式 中 出 现 许多 常数 带 来 
的 不 便 ， 某 些 非 国际 单位 制 ， 如 厘米 一 克 一 秒 单位 制 ， 高 斯 单位 制 仍然 常用 。 
车 所 考虑 的 带电 粒子 是 电子 , 在 沿 z 轴 负 方向 的 电场 ,= 1 Vvem 中 加 速 ， 
问 经 过 1cm 后 它 的 末 速 度 是 多 少 ? 
对 于 电荷 为 -e， 质量 为 m =9.1x10 23g 的 电子 ， 我们 由 式 (2) 得 


vi(f) = 一 Et 


Z(t) = 一 EE: £2 
下 面 我 们 来 消去 :， 以 解 出 用 z 表示 的 v,。 取 辟 ， 重新 整理 各 因子 ， 不 难得 出 


2 
-ses) (Ge) ie 
m 2m 


- -2ep,x 
、(-2x4.8Xx10-0) (—1) 
9.1X10-28 

和 1018 (cm2 As2 ) 


因此 ， 末 速度 近似 为 
vi = 10cm/s= 107'm/s 
这 是 光速 度 的 1/30， 还 是 足够 小 的 ， 因 此 不 需要 考虑 相对 华 效应 
例 3 在 振荡 电场 力作 用 下 的 电子 运动 
作为 力 是 时 间 函 数 下 = F(z) 的 一 个 简单 实例 ， 讨论 一 个 电子 ， 受 沿 着 二 轴 
振荡 电场 力 的 作用 ， 场 强 为 余 弦 函数 
FE, = Eocos(wt + 0) (1) 
则 作用 于 电子 的 场 力 为 
F(1)= ~ eE,= ~ eEocos(wt +0) (2) 
式 中 ，- e 为 电子 所 带电 荷 ，Eo 为 电场 强度 最 大 值 ，w 为 角 频率 ，09 为 初 相 角 ， 
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e， 玉 ，w 和 9 都 是 常数 。 根 据 牛 顿 运动 定律 ， 电 子 运动 的 微分 方程 为 
dv 


m qr = — eEocos(wt + 0) (3) 
设 运动 的 初始 条 件 为 1 =0 时 ，w = wo， 对 上 面 的 方程 进行 积分 得 
v= vot ne — sin( wt + 0) (4) 
再 积分 ， 设 :=0，xz = xo， 得 
z= zo E+ (v0+ SOsing) + + 全 eEo cos( wt + 0) (5) 


如 果 电 子 起 始 时 ， 在 zo=0 处 是 静止 的 ， 则 
eEocosl + (2 


mw 


sing + 十 < zcos( wt + 0) (6) 


例 4 带电 粒子 在 均匀 恒定 磁场 中 的 运动 

若 带电 粒子 之 间或 者 它们 相对 于 观察 者 都 是 不 动 的 ， 则 作用 在 电荷 为 g 的 
粒子 上 的 力 是 所 谓 静 电力 ,五 = gE ， 也 就 是 说 我 们 考虑 的 是 静止 状态 。 但 是 ， 
如 果 g 相对 于 观察 者 是 运动 的 ， 实 验 表明 ， 在 垂直 于 它 速 度 的 方向 上 可 能 会 出 
现 一 个 附加 的 力 ， 这 就 是 磁力 。 存 在 磁力 的 区 域 称 为 磁场 。 磁 力 的 公式 为 


Fu= vxB (1a) 


式 中 ，*e 是 真空 中 的 光速 ，v 是 带电 粒子 的 速度 ，B 为 磁感应 强度 。 式 中 各 量 均 
采用 高 斯 单位 制 ,下 用 dyn，g 用 C，B 为 G。 如 果 用 国际 单位 制 (SID)， 则 

F,=gvxB (1b) 
式 中 ，g 单位 用 C，w 用 m/s，F 用 N。 这 个 方程 规定 了 B 的 量 纲 为 [N] 
[C] 1! [m] ~!。 近 些 年 来 这 个 单位 有 了 一 个 专门 名 称 一 一 特 斯 拉 (T)， 以 前 它 
是 用 wb 来 表示 的 


1IT=104 G 

作用 在 运动 的 带电 粒子 上 的 总 力 是 静电 力 和 磁力 的 矢量 和 ， 称 为 洛 伦 兹 力 (这 个 
名 称 有 时 也 专 指 磁力 )。 由 式 (1a) 和 (lb) 得 到 在 高 斯 单位 制 中 洛 伦 效力 的 表 
达 式 为 

F=gE+ dvxB (2a) 

人 

在 国际 单位 中 为 

F=gE+t+gvxB (2b) 


根据 式 (1a)， 一 个 质量 为 mx， 电量 为 g 的 带电 粒子 在 恒定 磁场 B 中 的 运动 
方程 为 
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m d= 2 xB (3) 
设 磁 场 方 向 沿 z 轴 
B= Bk 
根据 矢 积 公 式 ，(v x B) 在 直角 坐标 轴 的 投影 为 
(vxB).=w,B, (vxXB),= 一 zzB， (bXxB),.=0 (4) 
由 此 可 把 式 (3) 写成 分 量 形式 
vr =)B, 0B， v=0 (5) 


为 求 方程 组 (5) 的 解 ， 我 们 分 别 以 w 和 w, 乘 方程 (5) 的 第 一 式 和 第 二 式 ， 然 
后 相 加 得 
vivz + vyvy =0, v=0 

这 组 微分 方程 的 解 是 

vx = V1Sinwt ， vy = lcoswt， Vs=C (6) 
式 中 ，c 表示 常数 。 这 种 运动 在 zy 平面 上 的 投影 是 一 个 圆 。 任 何 w; 值 都 满足 前 
面 两 个 方程 ， 不 过 我 们 将 看 到 ，w, 确定 了 圆 轨道 的 半径 ， 这 个 半径 将 在 下 面 计 
算出 来 。 对 式 (6) 的 v, 和 w, 微分 并 和 式 (5) 对 照 可 得 


dB 
WYUICOSWI 二 v1COSwt 
mc 


. qB . 
wuisnwt = ~ visinowt 
mc 
可 见 上 面 两 个 方程 要 成 立 ， 只 有 
Ww (7) 


这 个 关系 式 定义 了 回旋 频率 w。.， 它 就 是 粒子 在 磁场 中 做 圆周 运动 的 频率 。 通 过 
wc 和 vi 可 以 求 出 粒子 在 zy 平面 内 做 圆周 运动 轨道 的 半径 
~w. gaB 
粒子 的 完整 轨迹 是 怎样 的 呢 ? 我 们 已 经 看 到 ， 就 在 z，y 方向 的 运动 来 说 ， 
粒子 的 轨迹 是 圆 形 ; 而 在 z 方向 ， 由 于 没有 分 量 ， 它 将 以 恒定 速率 w 径直 前 进 
(当然 v- 也 可 以 是 零 )。 对 式 (6) 积分 ， 我 们 得 到 带电 粒子 的 轨道 


V1 Vl 
XXo0t— coswt 
We We 


vl _ Mcv] 


(8a) 


十 VI, f 
y= yo t+ sinw 
We 5 


= Zo vt 
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上 式 也 可 以 写成 


vl vl 
工 一 (zo+ 一 )= COSC ct 
We We 


vl. (8b) 

yy0= wet 
之 一 0 Vt 

式 (8b) 表明 ， 一 个 带电 粒子 在 磁场 内 的 轨迹 是 : 在 zy 平面 上 投影 的 位 置 以 角 
速度 we 沿 着 圆心 位 于 〈(zo+ 岂 ，20)、 半 径 为 r= 过 = “做 圆周 运动 ， 同 时 
在 这 个 匀速 回 周 运动 上 还 从 加 了 一 个 当 上 = 0 时 从 = = zo 处 开始 的 以 速率 ve 沿 z 
轴 方 向 的 匀速 移动 。 因 此 ， 完 整 的 运动 是 一 条 螺旋 线 ， 它 的 轴 与 磁场 磁 量 B 平 
行 ， 在 我 们 讨论 的 情况 下 也 是 沿 着 = 轴 。 图 1.18 中 画 出 了 这 种 轨迹 ， 半 径 re 党 
称 为 回旋 半径 。 


图 1.18 正 电荷 g 在 均匀 磁场 中 描 出 一 条 等 螺 距 螺旋 线 


我 们 还 注意 到 ， 磁 感应 强度 与 轨道 半径 的 乘积 为 


C 
Br.= movi 
dq 


这 是 一 个 重要 的 关系 式 。 在 相对 论 的 领域 中 ， 这 个 关系 式 也 是 正确 的 。 不 论 对 高 
速 的 或 低速 的 带电 粒子 ， 都 能 用 这 个 关系 式 测定 它 的 动量 。 例 如 ， 在 高 能 物理 中 
对 带电 粒子 进行 测量 的 多 种 仪器 都 是 根据 这 个 原理 制 成 的 。 

例 $ 阻尼 振动 

简 谐 振子 所 代表 的 振动 叫做 自由 振动 。 这 个 振动 一 旦 建立 ， 将 永远 不 会 停 
止 。 当 然 ， 这 只 是 真实 物理 情况 的 一 个 简化 ， 真 实 的 情况 中 必然 有 耗 散 力 和 摩擦 
力 ， 而 使 振动 最 终 停 止 。 分 析 这 种 情况 下 的 运动 可 以 把 代表 阻尼 力 的 项 合并 到 微 
分 方程 中 去 。 一 般 情况 下 ， 阻 尼 力 既 可 以 与 位 移 有 关 ， 也 可 以 是 速度 ,或许 还 是 
位 移 对 时 间 高 阶 导 数 的 函数 ， 要 把 这 些 情况 全 都 考虑 进去 ， 看 来 是 不 容易 的 。 像 
经 常 做 的 那样 ， 假 定 阻 尼 力 是 速度 的 线性 函数 : Fu = wu。 我 们 将 只 考虑 一 维 阻 
尼 振动 ， 所 以 可 以 用 - bz 代表 阻尼 项 。 参 数 b 必须 是 正 的 ， 以 使 该 力 的 确 代 表 
阻力 。 
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这 样 ， 如 果 质 量 为 m 的 粒子 在 恢复 力 -kx 和 阻力 - bz 的 联合 作用 下 运动 ， 
描述 运动 的 微分 方程 是 
mz +br+kr=0 (1) 
我 们 可 以 把 上 式 写 为 
mz +2Br +wiz=0 (2) 
这 里 ，B 圭 6/2m 是 阻尼 因子 ，wo = Vk/m 是 无 阻尼 时 的 特征 频率 。 这 是 一 个 二 
阶 线性 齐 次 方程 ， 辅 助 方程 的 根 是 
X(t)=e [Aiexp(V Br — wit) + Asexp( ~ PB — wit)] (3) 
存在 着 我 们 感 兴趣 的 普遍 情况 : (a) 欠 阻 尼 : ww>BR; (b》 临界 阻尼 :wz = B82; 
(c) 过 阻尼 : woi< 8。 
我 们 将 看 到 ， 只 有 欠 阻 尼 做 振动 。 下 面 仅 就 这 三 种 情况 中 的 欠 阻 尼 运 动 加 以 
讨论 。 对 于 这 种 情况 ， 定 义 


wi=wi -PB (4) 
比较 方便 ， 此 处 wf>>0， 那么 ， 式 (4) 中 里 括号 中 的 指数 就 是 虚数 ， 其 解 变 为 
X(t)=e Bi[Aleiot + Are ot] (5) 

该 式 可 以 写作 
xX(1)= Ae Ficos(wit —8) (6) 


我 们 把 量 wi 叫做 阻尼 振动 的 频率 。 严 格 来 说 ， 当 有 阻尼 存在 时 ， 我 们 不 能 定义 
频率 ， 因 为 运动 是 非 周期 的 ， 也 就 是 说 ， 振 子 永远 不 能 以 同样 的 速度 两 次 通过 给 
定 的 点 。 设 阻尼 很 小 ， 则 
wi = wh — PP Awo 
虽然 为 了 简便 我 们 仍 将 wi 称 作 阻尼 振子 的 频率 ， 但 其 意义 并 不 精确 ， 除 非 
B=0。 


1.10 牛顿 第 二 定律 (了 ]) 


1.10.1 冲 量 定理 
牛顿 第 二 定律 
dp_ d(mv) _ 
= 了 = (1.10.1) 
也 可 以 改写 成 
dp=d(mbv)= Fd (1.10.2) 


上 式 的 右 端 ， 力 与 时 间 间 隔 的 乘积 ， 叫 做 力 的 冲 量 。 上 式 表 明 ， 质 点 动量 的 元 增 
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量 等 于 力 的 元 冲 量 。 对 式 (1.10.2) 积分 得 
p-po= mv -mbvo = | Pd: (1.10.3) 


即 有 限时 间 上 一 zo 内 质点 动量 变化 等 于 在 这 一 时 间 内 力 的 冲 量 。 通 常 称 式 
(1.10.3) 为 冲 量 定理 。 它 是 牛顿 第 二 定律 的 积分 形式 ， 或 者 说 是 动量 定理 的 积 
分 形式 ， 而 式 (1.10.1) 就 是 其 微分 形式 。 

从 式 (1.10.1) 可 以 看 出 ， 当 =0 时 

p= mb = mvo= const (1.10.4) 
即 质点 在 不 受 力作 用 时 ， 其 动量 保持 不 变 ， 亦 即 质点 在 做 惯性 运动 (等 速 直 线 运 
动 )。 这 就 是 早已 熟知 的 动量 守恒 定律 。 

有 时 虽然 F 关 0， 但 力 下 在 某 一 坐标 轴 的 投影 为 零 。 那 么 ， 尽 管 总 动量 p 不 
守恒 ， 但 在 该 轴 上 的 投影 却 为 一 个 常数 。 例 如 ， 在 重力 场 中 ， 质 点 在 重力 作用 下 
向 下 运动 ， 如 取 > 轴 铅 直 向 上 ， 则 

F,=0, F,=0, F.=— mg (1.10.5) 
根据 前 面 的 讨论 ， 显 然 动量 (或 速度 ) 在 zx 及 y 两 轴 上 的 投影 为 常数 。 

牛顿 三 定律 的 核心 是 第 二 定律 ， 其 中 包含 许多 丰富 的 物理 内 容 。 将 其 形式 稍 
加 改变 ， 根 据 形式 的 不 同 ， 也 就 给 取 了 不 同 的 名 称 ， 以 强调 不 同 的 方面 ， 如 运动 
(微分 ) 方程 ， 动 量 定理 ， 冲 量 定理 等 ， 实 际 上 都 是 指 牛 顿 第 二 定律 。 


1.10.2 内力 和 外 力 


现在 我 们 来 考察 质点 系 的 运动 。 设 质点 系 由 N 个 质点 组 成 ， 以 m。 和 ,分 
别 表示 第 a 个 质点 的 质量 和 位 矢 。 依 据 牛顿 第 二 定律 建立 该 质点 的 运动 方程 
mrs=F, (1.10.6) 
对 质点 系 的 每 一 个 质点 都 有 这 样 的 方程 。 式 中 F, 是 作用 在 第 a 个 质点 上 的 合力 。 
处 理 质点 系 的 运动 时 ， 习 惯 上 把 作用 力 区 分 为 内 力 和 外 力 ， 内 力 是 指 系统 内 质点 
间 的 相互 作用 ; 外 力 是 指 系统 内 的 质点 与 不 包括 在 系统 内 的 外 界 物体 间 的 相互 作 
用 。 于 是 ， 把 F, 分 为 两 部 分 
F,=F,+F,) (1.10.7) 
式 中 ，F2 是 作用 在 第 a 个 质点 上 外 力 的 合力 ，F@ 是 作用 在 第 a 个 质点 上 内 力 
的 合力 。F 为 所 有 单个 力 Fg 的 矢量 和 


FO = >)Fog (1.10.8) 

人 
其 中 ，Fs 代 表 第 8 个 质点 作用 在 第 a 个 质点 上 的 力 。 而 且 ， 根 据 牛 顿 第 三 定律 知 
Fa= ~ Fp (1.10.9) 


牛顿 第 二 定律 对 第 a 个 质点 可 以 写作 
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p=mrs= Ft+F (1.10.10) 
或 者 
2 
3( mrs) = FO + >)F,g (1.10.11) 


1.10.3 质点 系 动量 定理 
根据 式 〈1.5.2)， 质 点 系 的 总 动量 就 是 系统 内 所 有 质点 动量 的 矢量 和 


P= Dp, = Dj mw (1.10.12) 
现在 我 们 来 求 P 时 问 当 化 的 人。 将 式 (1.10.12) 对 时 间 求 微 商 
= Zp = >.R = = SF + FO (1.10.13) 
考虑 到 式 (1.10.8)， 于 到 的 第 二 项 可 以 写 为 
2 Fe = = 2 Fe (a #8) (1.10.14) 
由 于 求 和 与 下 标 无 关 ， 所 以 改换 下 标的 符号 不 影响 求 和 的 什 
>F9 = = SF = > > Pe, (1.10.15) 


式 中 的 指标 a 或 8， 在 其 求 和 不 依赖 赖 于 字母 这 种 意义 上 叫做 三 指标 。 这 里 在 右 端 
求 和 项 中 没有 a = 8 这 一 项 ， 因 为 F,, 二 0， 考 虑 到 式 (1.10.9)， 即 
Fp = 一 下 op 
于 是 , 式 (1.10.15) 可 以 写成 
之 有 人 = -之 SF (1.10.16) 


式 (1.10.16) 与 (1.10.15) 相 比较 ， 我 们 看 到 两 式 左 方 相等 ， 而 右 方差 一 负 
号 ， 因此 ， 只 有 


SF = 0 (1.10.17) 
才 有 可 能 。 这 就 是 说 
BF, = Sp (1.10.18) 
因而 | | 
华 = FF) (1.10.19) 
其 中 
F® = SF (1.10.20) 


即 质 点 系 总 动量 对 时 间 的 微 商 等 于 作用 在 系统 上 所 有 外 力 之 和 ， 这 就 是 质点 系 的 
动量 定理 。 
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1.10.4 质心 运动 定理 
这 是 质点 系 动量 定理 的 另 一 种 表述 。 根 据 式 (1.7.9)， 质 点 系 质 心 的 位 矢 为 


re = Dm (1.10.21) 
其 M 为 质点 系 的 质量 ， 它 是 质点 系 所 有 质量 之 和 
M = Dm, (1.10.22) 
将 式 (1.10.21) 对 时 间 求 微 商 得 
Muo = > = 卫 (1.10.23) 


即 质点 系 的 总 动量 等 于 系统 的 总 质量 乘 以 质心 的 速度 。 将 式 (1.10.23) 再 对 时 
间 求 微 商 得 


_dP 
Mac= 村 (1.10.24) 
或 者 
Ma.= F® | (1.10.25) 


上 式 表明 ， 系 统 质 心 的 运动 ， 犹 如 一 个 单个 质点 ， 该 质点 的 质量 等 于 系统 的 总 质 
量 ， 且 作用 在 其 上 的 力 等 于 作用 在 系统 上 的 总 合 外 力 ， 与 内 力 的 性 质 无 关 (只 要 
它们 遵从 牛顿 第 三 定律 Fg = - Fg,)。 

事实 上 ， 我 们 把 真实 物体 简化 为 一 个 质点 ， 也 就 是 考虑 真实 物体 质心 的 运 
动 ， 而 忽略 了 绕 其 质心 的 转动 。 


1.10.5 质点 系 动 量 守恒 定律 


在 1.5 节 我 们 已 经 给 出 了 封闭 系统 的 动量 守恒 定律 的 普遍 关系 ，1.8 节 又 进 
一 步 进行 了 讨论 ， 现 在 再 从 质心 运动 的 视角 来 讨论 这 个 普遍 定律 。 
对 于 封闭 系统 


Fe =0 (1.10.26) 
依据 式 (1.10.19)， 则 有 
dP _ 
do 
所 以 
P= Po( 常 矢量 ) (1.10.27) 


即 封闭 系统 的 总 动量 保持 不 变 。 利 用 式 (1.10.23) 还 可 以 把 这 个 运动 积分 写成 
另 一 种 形式 
Ve= ba (1.10.28) 
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即 封闭 系统 质心 做 等 速 直 线 运 动 或 处 于 静止 状态 。 这 是 质点 系 动 量 守恒 定律 的 又 
一 种 表达 形式 。 但 应 指出 ， 此 时 系统 中 质点 还 可 以 相对 于 质心 做 复杂 运动 。 
将 式 (1.10.28) 再 对 时 间 积 分 一 次 得 
re= Vo(t- to)tro (1.10.29) 
其 中 ，rd 为 上 = io 时 系统 质心 的 初 位 矢 。 

最 后 ， 我 们 要 问 ， 根 据 式 (1.10.25) 是 否 可 以 做 出 这 样 的 结论 : 内 力 不 可 
能 影响 质心 的 速度 ? 回答 是 ， 这 个 结论 只 有 对 封闭 系统 ， 即 没有 外 力作 用 的 情形 
是 对 的 。 对 于 依赖 于 xr。 ，r 的 外 力 存在 时 ， 即 在 

FO=FO(ri ,ra ra NST vi) (1.10.30) 
的 一 般 情形 下 ， 内 力 可 以 直接 改变 mr 和 六 Fte” 的 宗 量 ， 也 就 是 改变 了 Fe) ， 
并 且 在 Fe 学 0 的 时 候 ， 影 响 质心 的 运动 。 


1.10.6 变质 量 物 体 的 运动 


尽管 在 1.5 节 讨 论 反 冲 运 动 也 涉及 变质 量 物体 的 运动 ， 但 前 面 所 讨论 的 主要 
还 是 物体 质量 固定 时 的 运动 规律 ， 在 本 小 节 中 我 们 将 寻求 物体 的 质量 按 一 定 规律 
变化 (减少 或 增加 ) 时 的 动力 学 方程 ， 即 变质 量 物体 的 运动 方程 。 

变质 量 物体 的 运动 是 人 们 在 生产 技术 实践 中 常 遇 到 的 一 种 运动 。 如 ， 靠 向 外 
喷射 气体 而 飞行 的 火箭 ， 投 掷 载荷 的 飞机 或 气球 ， 因 凝结 而 不 断 增加 质量 的 十 
滴 ， 吸 人 气体 同时 又 夸 出 气体 的 喷气 式 飞 机 等 物体 的 运动 都 是 变质 量 物体 的 运 
动 。 对 于 变质 量 物体 的 运动 ， 我 们 可 以 把 质量 不 断 变化 着 的 物体 和 由 它 放射 出 来 
的 物体 (或 增加 到 它 上 面 的 物体 ) 看 成 一 个 质点 系 ， 那 么 就 和 不 变质 量 的 质点 系 
一 样 了 。 

设 一 物体 在 t 时刻 的 质量 为 m ， 它 的 速度 是 v， 同 时 一 微小 质量 Am 以 速度 
u 运动 ， 并 在 t+ Az 时 间 间 隔 内 与 m 相合 并 ， 合 并 以 后 的 共同 速度 是 w+ Av， 
该 质点 系 在 t 时 刻 的 动量 为 


P= Mv + Amu (1.10.31) 
在 上 +At 时刻 质 点 系 的 动量 为 
P= (m+Am) (v+Av) (1.10.32) 
如 果 作 用 在 m 及 Am 上 的 合 外 力 为 F， 则 由 质点 系 动 量 定理 
P’-P=FAt 
或 者 
(m+Am) (v+Av) -mv —Amu= FAt (1.10.33) 
内 力 及 约束 力 恒 相等 相反 因而 消去 。 


略 去 式 (1.10.33) 中 的 二 阶 微量 AmxxAv， 式 两 端 同 除 以 At ， 并 使 At—0, 
得 变质 量 物体 的 动力 学 方程 为 
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量 (mo) ~u =F (1.10.34) 
式 中 ，u 是 代表 微 质量 Am 来 与 m 合并 以 前 或 自 m 分 离 出 后 一 刹那 的 速度 ， 
dz 为 质量 的 时 间 变化 率 〈 可 正 可 负 ) ， 而 下 则 为 作用 在 系统 上 的 合 外 力 ， 例 如 


万 有 引力 和 空气 阻力 。 上 式 中 如 果 w =0， 则 简化 为 


号 (mv) =F (1.10.35) 
如 果 &w 与 v 相等 ， 则 式 (1.10.34) 简化 为 
m dF (1.10.36) 


上 式 看 来 与 质量 为 定 值 的 运动 微分 方程 在 形式 上 没有 什么 区 别 ， 但 实际 上 并 不 相 
同 ， 这 里 m 一 般 是 时 间 : 的 函数 。 
如 设 
A=u (1.10.37) 
则 式 (1.10.34) 可 改写 为 
(mv)=F+A (1.10.38) 
这 是 变质 量 物体 运动 微分 方程 的 另 一 种 书写 形式 ， 其 中 4 称 为 反 推力 。 
反 推 力 究 竟 是 推动 力 还 是 制 动 力 ,， 要 由 的 方向 和 4 包 的 正 负 来 确定 。 下 面 
举 两 个 简单 例子 来 说 明 。 


火箭 在 飞行 中 不 断 向 后 喷射 燃气 ，u 是 喷射 出 来 的 燃气 相对 于 火箭 的 相对 束 
度 ， 它 的 方向 与 火 简 前 进 的 方向 相反 。 设 er 为 火箭 前 进 方向 上 的 单位 矢量 ， 则 
4 = -wu 绢 e， 但 因 火箭 的 质量 在 不 断 减少 ，d* 为 负 ， 因 而 A 的 方向 与 er 的 
方向 一 致 ， 也 就 是 和 火箭 的 前 进 方向 一 致 ， 所 以 A 是 使 火箭 加 速 前 进 的 动力 。 

当 我 们 把 放置 在 地 上 的 链条 的 一 端 向 上 提起 时 ， 其 运动 部 分 的 质量 是 在 不 断 
增 大 。 假 设 链条 在 某 时 刻 ; 的 运动 速度 为 v， 在 dt 时 间 内 提起 部 分 的 质量 为 
dm ， 因 dm 在 被 提起 前 是 静止 的 ， 它 相对 于 运动 部 分 的 链条 的 速度 为 - 。， 则 


4 = -v 从 ;又 因 链条 运动 部 分 的 质量 在 不 断 增 加 ，9 色 为 下 ， 故 A 的 方向 与 
链条 运动 方向 相反 ， 此 对 反 推力 表现 为 制 动 力 。 

例 “两 济 通 过 他 和 大 气 层 下 落 时 ， 水 燕 气 附 在 它 的 表面 凝结 为 水 ， 从 而 增加 
两 泣 的 质量 。 设 雨滴 质量 的 增加 与 其 表面 积 成 正比 ， 下 落 开 始 时 初速 度 wo =0， 
半径 为 ro= a， 求 雨滴 速度 与 时 间 的 关系 。 

解 设 在 : 时刻 ， 璀 泣 的 半径 为 
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r=at+At (1) 
其 中 ，a 为 开始 (z =0) 时 的 雨滴 半径 ，X 为 单位 时 间 内 雨滴 半径 的 增 量 。 令 mm 
表示 上 时刻 的 雨滴 质量 ， 则 按 题 意 有 
dm 


=kdr (at ht) (2) 
式 中 , & 为 比例 常数 ， 积 分 式 (2) 得 
m= Sk (a+ at) (3) 
雨滴 运动 方程 为 
(mn) = mg (4) 


式 中 ，w 和 g 分 别 为 雨滴 下 落 的 速度 和 重力 加 速度 ， 将 式 (3) 代入 式 (4) 并 积 
分 得 


v(a + At) = (atA)te (5) 
式 中 ，* 为 积分 常数 ， 把 初始 条 件 :=0 时，w =0 代 入 式 (5), 得 
__ga 
c= (6) 
将 式 (6) 代入 式 (5)， 得 雨滴 下 落 的 速度 为 
ga4 g(a + Az) 
4A(a + 和)3 41 
_8 a 
= |atX trys] (7) 


1.11 保守 力 场 


1.11.1 功 


我 们 现在 来 考察 在 某 个 力 场 (譬如 引力 场 ， 电 场 等 ) 中 质点 的 运动 。 如 果 
在 力 的 作用 下 ， 质 点 运动 无 限 小 的 弧 元 ds， 则 量 

dW = Fdscos0 (1.11.1) 

叫做 力 五 在 弧 元 ds 上 所 做 的 元 功 。 令 ds 表示 质点 运动 轨道 切线 方向 的 元 矢量 ， 

式 中 9 为 力 矢 量 正和 ds 闻 的 夹 角 。 功 的 正 负 由 cos0 确定 。 大 家 知道 ， 两 个 矢量 

的 绝对 值 与 其 夹 角 的 乘积 叫做 这 两 个 矢量 的 点 乘 或 标 积 。 因 此 ， 元 功 可 定义 为 力 

矢量 F 和 元 矢量 ds 的 标 积 
dW= F'ds (1.11.2) 
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这 个 表达 式 也 可 以 写成 下 面 的 形式 
dW = Fds (1.11.3) 
此 处 下 , 是 力 矢 量 F 在 质点 位 移 的 投影 ， 也 就 是 在 ds 方向 上 的 投影 。 由 于 在 略 去 
二 级 小 量 的 情况 下 ，ds = dr ， 所 以 式 (1.11.2) 又 可 写成 
dW = Fdr (1.11.4) 
即 也 可 把 元 功 定 义 为 力 与 元 位 移 的 标 积 。 
质点 轨道 由 ro 移 至 + 时 所 做 功 W 可 由 式 (1.11.4) 积分 得 到 


W = [Far (1.11.5) 
ro 


在 直角 坐标 中 
w= | (Fdz+ Fdy+ Fdz) (1.11.6) 


注意 : 若 质点 受 几 个 力 F1，F。,，…，F 的 作用 ， 一 般 不 先 求 合力 ， 再 求 合力 所 
做 的 功 ， 而 是 先 求 每 一 分 力 所 做 的 功 ， 然 后 累加 起 来 ， 得 出 合力 所 做 的 功 。 这 是 
根据 标 积 运算 的 分 配 律 ， 因 为 求 算术 和 要 比 求 几何 和 简便 得 多 ， 用 数学 的 形式 写 
出 即 为 


W = [par = | 十 下 十 … 十 下 ,)，dr 
= | dr + |Fadr + + |F,dr 


在 SI 制 中 ,， 功 的 单位 是 焦耳 (J)。 
表征 做 功 快慢 的 物理 量 是 力 的 功率 ， 它 是 功 对 时 间 的 微 商 
dW _F:dr 


a 于 =F:p (1.11.7) 
在 力也 依赖 于 质点 速度 的 一 般 情况 下 
F=F (zx, y, z; TX, y, 2; 1) (1.11.8) 


要 计算 式 (1.11.6)， 只 给 定 质点 的 轨道 还 不 够 ， 还 应 当知 道 质点 沿 轨道 运动 的 
速度 值 ， 即 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 。 这 时 积分 式 (1.11.6) 可 以 在 时 间 * 取 作 参 
量 的 形式 下 求 出 


t . . . 
w=| (Fr + Fy + Fz)dt (1.11.9) 
io 


这 里 ， 积 分 号 下 的 括号 就 是 力 与 速度 的 标 积 F.v， 即 功率 。 
在 形式 〈1.11.8) 的 力 的 一 般 情形 下 ， 要 计算 功 ， 必 须知 道 质点 的 运动 规 
律 ， 即 必须 解 动力 学 道 问题 。 


1.11.2 保守 力 场 
恒定 力 场 ， 也 就 是 说 该 力 场 与 时 间 无 关 ， 具有 下 述 一 个 非常 重要 的 性 质 : 质 


' 68 ， 第 一 章 牛顿 力学 


点 沿 一 封闭 曲线 运动 (也 就 是 说 质点 运动 到 最 后 又 回 到 起 始 位 置 )， 场 力 所 做 的 

功 为 零 ， 这 种 力 场 称 为 保守 力 场 。 例 如 ， 引 力 场 、 电 荷 周围 的 场 、 弹 性 力 场 等 
等 。 但 是 电流 周围 的 磁场 是 非 保守 力 场 。 

由 此 性 质 立刻 得 到 男 一 个 结论 : 质点 从 一 

个 位 置 到 另 一 个 位 置 场 力 所 做 的 功 与 路 径 的 形 

状 无 关 ， 仅 与 其 始末 位 置 有 关 。 我 们 来 看 点 1 和 

点 2 以 及 连接 它们 的 曲线 a 和 2 ( 见 图 1.19)。 

“ 假设 质点 沿 曲线 a 由 点 1 运动 到 点 2， 然 后 再 沿 

曲线 5 从 点 2 回 到 点 1。 在 这 种 情况 下 场 力 做 的 

总 功 等 于 零 。 用 字母 W 表示 功 ， 我 们 可 以 写作 


w= | Fdr+| Fdr=0= Fdr 
1a2 261 


2 


1 


图 1.19 说 明 保守 力 场 的 示意 图 


(1.11.10) 


式 中 ， 符 号 中 指环 绕 一 闭合 路 径 的 积分 通常 称 为 环 路 积分 ， 例 如 从 点 1 到 点 
2， 然 后 可 经 不 同 的 路 径 返 回 点 1。 上 式 也 可 以 简单 地 写 为 


Wiaz+ Wap1=0 (1.11.11) 
质点 移动 的 方向 改变 时 ， 很 显然 ， 功 的 符号 改变 。 因 此 从 上 面 等 式 得 
Wiaz= — W261 = Wisz (1.11.12) 


也 就 是 觉 ， 在 保守 力 场 中 ， 功 与 连接 始末 两 点 曲线 的 形状 无 关 ， 而 仅 由 始末 位 置 
确定 。 


1.11.3 势能 


由 数学 分 析 知 ， 线 积分 | .dr 与 路 径 无 关 ， 表 示 积 分 号 内 必然 是 一 个 全 和 
分 ， 即 存在 一 个 单 值 、 有 限 和 可 导 的 函数 
U=U(zx,y,z) (1.11.13) 
且 
五 .dr 二 一 dU (1.11.14) 
函数 U 叫 质点 在 〈z，>，z) 的 势能 或 位 能 ， 或 者 势 函数 。 上 式 表明 ， 场 力 在 
力 的 方向 上 所 做 的 元 功 等 于 势能 的 减少 。 
在 直角 坐标 系 中 ， 式 (1.11.14) 为 


Fdz + Fydy + Fdz =~— dU(xz,y,z) (1.11.15) 
于 是 有 
~_9U ~_9U ~_9U 
F,= 5 ， F,= 5y ， F,= DZ (1.11.16) 
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式 (1.11.16) 的 三 个 分 量 式 也 可 以 合 写成 一 个 矢量 的 形式 


五 = 一 gradU = 一 V UL (1.11.17) 
其 中 
9 9 9 
VY =grad= er az+e 3y te a (1.11.18) 
称 为 梯度 算 符 。 将 它 作 用 于 标量 函数 U 时 即 为 
9U 9U 9U 
VU=e, gr tey dy te 天 (1.11.19) 


在 需要 写成 求 和 形式 时 ， 常 用 z1，zz，z3 代替 x ，y，xz， 这 样 书写 起 来 更 为 方 
便 


v= Doge (= 1,2,3) (1.11.20) 


在 具体 计算 时 ，VU 一 般 都 写成 式 (1.11.19) 的 形式 。 但 在 推导 公式 时 ， 理 论 
物理 工作 者 更 喜欢 把 它 写成 


一 2 
VU=37 (1.11.21) 


注意 : 算 符 Y 是 一 个 矢量 算 符 。 算 符 Y 不 仅 如 其 定义 式 (1.11.18) 所 给 出 的 ， 
可 以 表示 为 沿 直 角 坐 标 轴 的 分 解 式 ， 也 可 以 表示 为 沿 其 他 正 交 曲线 坐标 轴 的 分 解 


式 : 
算 符 Y 沿 柱 面 坐标 轴 的 分 解 式 
9 1 9 9 
v=0 te gage (1.11.22) 
算 符 V 沿 平面 坐标 轴 的 分 解 式 
2。 9 19 
V=e, F710 ,30 (1.11.23) 
算 符 V 沿 球面 坐标 轴 的 分 解 式 
9 1 9 1 9 
VY = 三 er 3 二 6 35 ep rsin090p (1.11.24) 
算 符 Y 沿 曲线 坐标 轴 的 分 解 式 
La 1 3 1 9 
v= 1h19g1 7 592 © haog 
1 9 
= 2 六 30 (1.11.25) 


其 中 ，h; 为 度 规 系数 ( 见 1.3 节 )。 

如 何 判定 力 所 做 的 功 与 路 径 无 关 ? 或 者 ， 如 何 判断 力 是 保守 力 还 是 非 保守 
力 ? 或 者 再 换 名 话说， 势能 存在 的 条 件 是 什么 ? 

作为 位 置 函 数 的 力 为 保守 力 的 必要 条 件 很 容易 从 方程 (1.11.17) 和 多 变量 


` 70 ， 第 一 章 牛顿 力学 


连续 函数 的 ” 阶 偏 微 商 与 微 商 顺序 无 关 的 性 质 得 到 。 具 体 地 说 ， 对 于 二 阶 偏 微 


商 有 
Pg 20 


(1.11.26) 


9zoy 9yg9z 
对 于 其 他 的 二 阶 偏 微 商 也 有 类 似 的 关系 。 几 任何 可 表示 为 势能 函数 的 负 梯 度 的 保 
守 力 ， 方程 
aFe_ PU _OF, 
9y 9ygz 97 
aF, FU oF 
9 并 OXT9z 9z 
or 92U aF, 
az 9zoy 9y 
必然 成 立 。 方 程 (1.11.27a) 表述 了 一 个 力 是 保守 力 的 必要 条 件 。 可 以 证 明 它 也 
是 充分 条 件 。 
用 矢量 的 旋 度 来 表示 上 述 充分 条 件 将 更 为 简洁 而 且 便 于 记忆 。 矢 量 下 的 旋 
度 定 义 为 


(1.11.27a) 


er， 2y， 2 


9 9 9 
az dy 3 


Fr F, F, 
方程 (1.11.27a) 表明 ， 保 守 力 的 旋 度 等 于 堆 
vxF=0 (1.11.27b) 


VxF= (1.11.28) 


依据 矢量 分 析 中 的 斯 托 克 斯 定理 
|(vxF) .ds = br.dr 


这 个 定理 将 矢量 函数 的 旋 度 沿 曲面 法 向 分 量 的 面积 分 与 该 矢量 函数 沿 包 围 曲面 的 
闭合 路 径 的 切 向 分 量 的 线 积 分 联系 起 来 。 而 由 下 的 旋 度 为 零 ， 即 式 (1.11.27b) 
得 

Pr.dr=0 


上 式 就 是 前 面 讲 过 的 式 (1.11.10)。 这 就 保证 了 力 F 所 做 的 功 与 路 径 无 关 。 这 
样 ， 我 们 也 就 证 明了 力 的 旋 度 等 于 零 也 是 保守 力 的 充分 条 件 。 所 以 力 的 旋 度 等 于 
零 是 保守 力 的 充 要 条 件 。 

应 当 指出 ， 梯 度 矢量 场 F 可 由 给 定 的 势 函 数 U 单 值 地 确定 ， 但 道 问题 一 
由 给 定 场 下 确定 势能 U 一 一 就 没有 这 一 性 质 。 也 就 是 说 ， 由 给 定 场 不 能 单 值 求 
出 势能 。 实 际 上 ， 若 FF 是 梯度 场 [ 即 满足 式 (1.11.26)]， 则 积分 式 (1.11.14) 
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便 可 得 势能 
U=-|F.drte (1.11.29) 


我 们 看 到 ， 势 能 可 精确 到 一 个 任意 的 附加 常数 项 。 与 此 相 联 系 ， 计 算 质 点 做 功 的 
起 点 的 选择 是 任意 的 。 . 

我 们 可 在 势 场 中 取 一 点 Pu (zo，y0，zo)， 规 定 质点 在 此 点 的 势能 为 零 ， 即 
取 U (zo，y0，zo) =0【〔 例 如 重力 场 中 常 取 地 面 为 零 )， 则 质点 从 点 P(xz,y， 
z) 沿 任 一 路 径 运 动 到 点 Po 时 ， 场 力 所 做 的 功 


Po Po 
| rdr=-| au= U(xz,y,z) — U(Czoyyoyzo) (1.11.30) 


= U(x,y,z) 
位 置 Po 称 为 势能 的 零 值 位 置 (也 称 比 较 位 置 )。 上 式 表示 ， 质 点 在 给 定位 置 的 
势能 等 于 质点 在 有 势力 场 中 从 给 定位 置 沿 任 一 路 径 运 动 到 零 值 位 置 时 所 做 的 功 。 
通常 对 于 势能 常数 这 样 选择 ， 在 质点 距 其 他 物体 无 穷 远 处 其 势能 变 为 零 ， 即 
选 无 穷 远 处 为 势能 的 零 值 位 置 。 
由 于 ds=dr， 所 以 式 (1.11.14) 可 以 写成 
下 .ds 三 dU1 (1.11.31) 
或 者 
Fds=—dU (1.11.32) 
式 中 ，F, 为 力 F 在 ds 方向 的 投影 。 从 力 的 投影 和 势能 相 联 系 的 公式 还 可 做 出 力 
的 方向 的 论断 。 若 在 某 方向 势能 增加 (dU /ds >0)， 则 力 在 这 个 方向 的 投影 是 负 
的 ， 也 就 是 说 场 力 的 方向 指向 势能 降低 的 方向 。 
为 了 说 明 式 (1.11.32) 这 个 关系 ， 我 们 来 求 重力 场 中 的 势能 。 设 场 力 的 方 
向 沿 > 轴 ， 则 下 'dr= Fdz， 从 而 有 ~- dU= Fdz， 对 此 式 进行 积分 得 
U= — Fz +const (1.11.33) 
选 z=0 处 势能 为 零 ， 则 const 为 零 ， 于 是 
U=— Fx (1.11.34) 
我 们 已 经 建立 了 势能 的 概念 。 现 在 就 用 势能 的 概念 来 讨论 动量 守恒 定律 与 空 
间 均 匀 性 之 间 的 深刻 联系 。 
空间 是 均匀 的 ， 这 就 意味 着 封闭 系统 与 它 在 空间 中 所 处 的 位 置 无 关 。 由 于 空 
间 的 均匀 性 ， 它 的 力学 性 质 不 变 。 设 想 质 点 系 在 空间 中 经 历 一 无 穷 小 位 移 ， 在 移 
动 时 所 有 质点 都 在 同一 方向 上 移动 相同 的 距离 ， 我 们 把 这 个 位 移 矢 量 记 作 dR。 
此 时 第 a 个 质点 做 的 功 等 于 FdR。 所 有 这 些 功 的 总 和 应 该 等 于 系统 势能 变化 
的 负 值 。 但是， 系统 的 性 质 与 它 在 空间 中 位 置 的 无 关 性 意味 着 ， 这 个 势能 的 变化 
等 于 零 。 因 此 
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FI:rdR+FdR+t%=(FItF +t):dR= -dU=0 (1.11.35) 
因为 这 个 等 式 对 任意 方向 的 矢量 dR 都 应 该 成 立 ， 只 有 合力 为 零 ， 即 
下 十 本 二 一 0 (1.11.36) 
因而 系统 的 动量 
P= const (1.11.37) 
这 里 我 们 清楚 地 看 到 ， 动 量 守 恒定 律 是 和 空间 均匀 性 相 联 系 的 。 关 于 这 一 点 在 分 
析 力 学 中 还 要 进一步 讨论 。 
势能 的 优点 在 于 它 是 一 个 标量 ， 在 做 梯度 运算 以 前 ， 可 以 不 必 涉 及 因 选 取 矢 
量 的 分 量 而 增添 的 复杂 问题 。 在 直接 计算 力 时 ， 在 整个 计算 过 程 中 都 需要 涉及 分 
量 。 所 以 利用 势能 来 计算 施 于 物体 上 的 力 往 往 比较 方便 。 但 在 有 些 问 题 中 ， 可 能 
直接 计算 力 要 比 求 出 势能 再 取 梯 度 更 容易 。 例 如 ， 如 果 问 题 具 有 一 特殊 的 对 称 
性 ， 从 物理 上 考虑 ， 可 以 断定 力 具 有 特定 的 方向 ， 那 么 选取 这 个 方向 作为 坐标 轴 
的 方向 时 ， 就 可 以 把 矢量 计算 简化 为 标量 计算 。 在 这 种 情况 下 ， 直 接 计算 力 更 为 
直接 了 当 ， 而 不 必用 势能 来 计算 。 因 此 ， 很 显然 ， 在 选 定 应 使 用 的 方法 时 是 需要 
一 些 技巧 的 。 对 于 每 个 求 力 的 问题 都 必须 考虑 使 用 哪 一 种 计算 方法 最 容易 。 


1.12 牛顿 引力 定律 


1.12.1 牛顿 引力 定律 


引力 在 自然 界 起 着 非常 重要 的 作用 。 引 力 相 互 作 用 所 有 的 物体 都 有 ， 因 而 常 
称 之 为 万 有 引力 。 它 与 物体 是 否 带电 无 关 ， 而 仅 取决 于 物体 的 质量 。 引 力 相互 作 
用 的 特征 是 ， 所 有 物体 都 相互 吸引 ， 且 这 个 相互 作用 正比 于 质量 。 

按照 牛顿 万 有 引力 定律 ， 与 质量 为 M 的 质点 相距 为 x 处 的 一 个 质量 为 m 的 
质点 ， 所 受 的 引力 为 

F= -Ge, (1.12.1) 
式 中 ,，r 是 从 质点 M 到 质点 m 的 距离 ，e, 是 从 M 指向 mm 的 单位 矢量 。 负 号 保 
证 了 此 力 为 吸引 力 。G 是 一 个 与 相互 作用 物体 性 质 无 关 的 常数 
G=6.67X10-1ltm3.kg-1.s ? 

G 非常 小 ， 表 明 引 力 只 有 在 质量 很 大 的 情况 下 才 起 作用 。 正 因为 这 个 原因 万 有 
引力 在 原子 和 分 子 力学 中 几乎 不 起 什么 作用 (电磁 力 较 引力 大 得 多 ， 前 者 约 为 后 
者 10” 倍 )。 像 太阳 、 行 星 、 月 球 这 样 大 质量 物体 运动 完全 由 万 有 引力 确定 。 通 
常 ， 引 力 只 有 牵涉 到 物体 其 中 至 少 有 一 个 具有 天 文学 上 的 大 小 时 才 是 重要 的 。 我 
们 居住 的 地 球 正 属于 这 一 类 ， 所 以 重力 在 人 们 日 常生 活 中 有 重要 影响 。 
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1.12.2 引力 势能 


设 D 为 万 有 引力 势能 ， 则 万 有 引力 F 和 其 势能 U 间 的 关系 为 


-_dU 
F= dr er 


考虑 到 式 (1.12.1) 和 (1.12.2) 相等 ， 可 得 
dU= G 2 dr 


(1.12.2) 


对 上 式 积分 
U=— G+ c 
选 无 穷 远 处 势能 为 零 ， 即 当 一 时，Ul。=0， 则 可 确定 积分 数 c =0。 于 是 得 
引力 势能 为 
U= -Ge (1.12.3) 
引力 场 场 强 g 定义 为 : 在 质量 为 M 的 物体 的 场 中 作用 于 单位 质量 质点 上 的 
力 矢 量 ， 因 此 


8g=£= -Ge, (1.12.4) 


8 具有 每 单位 质量 的 力 或 加 速度 的 量 纲 。 事 实 上 ， 在 地 球 表面 附近 ，g 的 数值 就 
是 所 谓 重 力 加 速度 常数 ，| g| = g =9.8m/s: (在 地 球 表面 的 近似 值 )。 

以 式 〈1.12.1) 表述 的 牛顿 万 有 引力 定律 严格 地 说 仅 对 点 状 粒子 适用 。 如 果 
质点 中 的 一 个 或 两 个 都 换 为 具有 一 定 大 小 的 物体 ， 那 么 我 们 必须 假定 万 有 引力 场 
是 个 线性 场 才能 计算 。 这 就 是 说 ， 假 定 许多 质点 作用 于 另外 一 个 质点 的 总 万 有 引 
力 ， 可 以 简单 地 取 所 有 单独 作用 力 的 矢量 和 来 计算 。 对 于 由 连续 分 布 的 物质 组 成 
的 物体 ， 求 和 变 为 积 4 

F=- Gm| eedr 


(1.12.5) 
o(r) 是 质量 密度 ，dz 是 由 位 和 拓 x 确定 的 位 
置 处 的 体积 元 ，V 为 物体 M 的 体积 ( 见 图 
1.20)。 若 质量 为 M 的 物体 和 质量 为 m 的 
物体 二 者 都 具有 一 定 大 小 ， 则 为 了 计算 总 
的 万 有 引力 ， 就 必须 对 m 的 体积 也 要 做 一 
次 积分 。 
对 于 物体 M 为 连续 分 布 的 物质 组 成 图 1.20 计算 引力 示意 图 
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时 ， 引 力 场 强 g 也 相应 地 变 成 
g =- 6G| ear (1.12.6) 


1.12.3 重力 势能 


作用 在 地 球 表面 附近 物体 上 的 力 ， 叫 做 物体 的 重量 。 设 物体 在 地 面 上 的 高 度 
为 z， 地 球 的 半径 为 RR， 物 体 到 地 心 的 距离 为 R+ xz， 则 物体 的 重量 P 由 下 式 确 
定 


P=G (1.12.7) 


(R 7 
其 中 ，M 是 地 球 的 质量 ，m 为 物体 的 质量 。 如 果 物 体 离 地 面 的 高 度 z 与 地 球 的 
半径 民 比较 很 小 而 可 以 忽略 ， 那 么 上 式 则 变 为 

P= mg (1.12.8) 
则 
(1.12.9) 


在 这 种 情况 下 ， 常 量 g 叫做 重力 加 速度 ， 这 就 是 在 重力 场 中 自由 落体 的 加 速度 。 
当 离 地 面 的 高 度 z 不 太 大 ， 且 地 面 局 部 范围 也 不 太 大 的 情况 下 ， 引力 可 以 
认为 是 不 变 的 常量 ， 即 重力 


P= — mge, (1.12.10) 
又 由 于 力 等 于 势能 的 负 梯 度 ， 即 
p= -Se, (1.12.11) 


上 二 式 比较 可 得 
U = | mgdz = mgz+ce 


设 >=0 时 ，U =0， 则 得 c=0。 于 是 
U= mgz (1.12.12) 

从 前 面 关 于 对 势能 性 质 的 讨论 来 看 ， 这 也 是 非常 明显 的 。 这 里 力 的 方向 垂直 
向 下 ， 也 就 是 指向 重力 势能 减少 的 方向 。 

最 后 ， 还 需 特别 指出 ， 作 用 在 物体 上 的 重力 与 其 质量 成 正比 的 事实 (P = 
mg) ， 具 有 深刻 的 物理 内 容 。 因 为 质量 获得 的 加 速度 等 于 作用 在 它 上 面 的 力 除 
以 质量 ， 故 在 重力 场 中 粒子 的 加 速度 与 其 场 的 场 强 相同 

a=g (1.12.13) 
这 就 是 说 ， 所 有 物体 在 重力 场 中 具有 相同 的 加 速度 ， 而 与 其 质量 无 关 。 众 所 周 
知 ， 这 个 性 质 是 由 实验 物理 的 先驱 伽利略 从 实验 中 发 现 的 。 
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顺便 指出 ， 质 心 概念 是 物体 在 重力 场 中 重心 概念 的 推广 。 在 均匀 重力 场 中 ， 
质心 与 重心 合 为 一 点 。 


1.13 能量 守恒 定律 


1.13.1 动能 定理 


根据 质点 从 一 点 移动 到 另 一 点 时 保守 力 场 中 所 做 的 功 与 路 径 无 关 的 事实 可 推 
导出 一 个 重要 的 关系 一 一 能 量 守恒 定律 。 为 求 得 这 个 关系 ， 首 先 让 我 们 回顾 一 下 
作用 在 质点 上 力 的 公式 ， 即 牛顿 第 二 定律 


因 加 速度 在 运动 方向 的 投影 等 于 dv /dt ， 故 力 在 此 方向 上 的 投影 为 
= 时 (1.13.1) 
现在 我 们 来 求 在 无 限 小 的 路 径 ds = vd: 上 ， 这 个 力 所 做 的 功 
dW = Fds = mvdvw 


或 写成 
dW = Fds = d( 记 mw? ) (1.13.2a) 
由 此 可 见 ， 力 所 做 的 元 功 等 于 量 二 mv? 的 增 量 。 量 二 mv2 称 之 为 动能 。 
由 于 Fds=F*ds=F*dr， 所 以 式 (1.13.2a) 又 可 写 为 
dW= Frdr=d( 广 mo?) (1.13.2b) 
式 (1.13.2) 表明 ， 质 点 动能 的 微 变化 等 于 合力 所 做 的 元 功 。 
1.13.2 能 量 守恒 定律 


如 前 所 述 ， 一 方面 我 们 看 到 ， 力 所 做 的 功 等 于 动能 的 增加 ， 另 一 方面 又 看 
到 ， 功 等 于 势能 的 减少 ， 从 而 有 
d( 立 mw)= -dU (1.13.3) 
也 就 是 
d( 立 moz+ U)=0 
将 上 式 括号 中 的 部 分 用 字母 巨 来 表 记 ， 对 上 式 进行 积分 ， 则 有 


已 = 二 mo2+ U=const (1.13.4) 
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我 们 看 到 ， 仅 与 速度 有 关 的 质点 的 动能 及 仅 与 坐标 有 关 的 势能 之 和 ， 在 质点 运动 
中 保持 不 变 ， 这 个 和 叫 质点 的 总 能 量 ， 或 者 简称 为 能 量 。 所 得 到 的 关系 式 
(1.13.4) 叫 能 量 守恒 定律 。 由 式 (1.13.4) 可 见 ， 当 质点 所 受 的 力 都 是 保守 力 
时 ， 尽 管 其 动能 和 势能 可 以 互相 消长 ， 但 总 能 量 保持 不 变 。 

如 果 作 用 在 质点 上 的 力 是 非 保守 力 或 耗 散 力 ， 或 其 中 一 些 力 是 这 种 力 ， 则 式 
(1.13.4) 不 能 成 立 。 对 于 耗 散 力 而 言 ， 一 部 分 转化 为 热 散 逸 ， 但 热 也 是 能 的 另 
一 种 形式 ,为 使 上 述 的 能 量 不 与 热能 混淆 ， 常 称 其 为 机 械 能 。 如 果 将 式 
(1.13.4) 所 述 的 思想 加 以 推广 ， 宇 宙 间 各 种 能 量 的 总 和 总 是 不 变 的 ， 它 只 能 由 
一 种 形式 转化 为 另 一 种 形式 ， 这 就 是 能 量 转化 和 守恒 定律 ， 是 物理 学 中 最 基本 的 
定律 之 一 ， 也 是 宇宙 中 最 基本 的 定律 之 一 。 

能 量 守恒 定律 对 于 所 有 封闭 系统 都 是 正确 的 。 动 能 永远 是 正 值 ( 见 分 析 力学 
2.9 节 )， 而 粒子 间 相互 作用 的 势能 都 是 既 可 为 正 值 ， 又 可 为 负 值 。 如 果 两 个 质 
点 间 的 势能 这 样 确定 ， 当 粒子 间 彼 此 相距 很 远 时 ， 其 势能 为 零 ， 则 势能 符号 取 决 
于 粒子 相互 作用 的 性 质 : 它们 是 相互 排斥 ， 还 是 相互 吸引 。 由 于 作用 在 质点 上 的 
力 永 远 指 向 势能 降低 的 方向 ， 粒 子 间 吸引 靠近 导致 势能 减少 ， 因 此 这 个 势能 将 是 
负 的 ; 反之 ， 粒 子 间 相互 排斥 ， 势 能 就 是 正 的 。 

能 量 守恒 定律 的 深刻 根源 乃 是 时 间 均 匀 性 ， 关 于 这 一 点 我 们 将 在 分 析 力 学 中 
再 说 明 。 


1.13.3 质点 系 的 动能 


求解 质点 系统 的 动力 学 问题 ， 采 用 质心 坐标 系 常 可 使 计算 简化 。 设 惯性 坐标 
系 为 Oxyz， 又 取 以 质心 为 原点 而 坐标 轴 与 惯性 坐标 系 保持 平行 的 质心 坐标 系 
Czyz ， 则 
r=ri+R (1.13.5) 
其 中 ，R 为 质心 相对 于 惯性 坐标 系 的 位 和 撩 ，r/ 是 点 P, 相对 于 质心 C 的 径 和 撩 。 对 
于 上 式 取 微 商 则 有 
va=v+V (1.13.6) 
其 中 ，Y 为 质心 的 速度 。 
质点 系 的 动能 了 为 


T= >， 六 mso 
= BD) Fm(v + Vv) 


Dnt Dnt Dowty a 
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上 式 右 端 第 三 项 


Dm VV = VO mow, (1.13.8) 
注意 到 
2 mve 
V = 一 (1.13.9) 
其 中 ,M = jm, 于 是 式 (1.13.8) 又 可 写成 
>7ozuD ,TY = MY .TY (1.13.10) 


由 于 动 坐标 系 的 原点 就 选 在 质心 C 上 ， 而 质心 相对 于 质心 坐标 系 的 速度 Y 显然 
为 零 ， 所 以 


mov.:V=0 (1.13.11) 
于 是 质点 系 的 动能 为 
工 = 六 MW2 + 二 Dmow?? (1.13.12) 


上 式 表明 ， 质 点 系 的 总 动能 等 于 全 部 质量 都 集中 在 质心 而 运动 的 动能 与 质心 系 中 
各 质点 相对 于 质心 坐标 系 的 动能 之 和 ， 这 个 结论 称 为 柯 尼 希 定理 。 


1.13.4 势能 曲线 


如 果 质 点 被 限制 在 只 沿 一 个 确定 的 曲线 运动 ， 也 就 是 说 一 个 自由 度 的 运动 ， 
或 者 说 一 维 运动 。 在 这 种 情况 下 用 一 个 坐标 就 足以 描写 质点 的 位 置 ， 例 如 选择 某 
点 作为 起 始点 沿 曲线 计算 的 距离 作为 坐标 。 这 个 坐标 以 字母 x 标记 。 做 一 维 运 
动 粒子 的 势能 是 该 一 维 坐 标的 函数 : U = U(z) 。 这 种 系统 若 受 保守 力 的 作用 ， 
运动 方程 在 一 般 形 式 下 就 可 积分 。 这 时 ， 甚 至 没有 必要 写 出 运动 方程 本 身 ， 直 接 
从 表达 能 量 守恒 定律 的 方程 式 出 发 即 可 求 其 解 。 


根据 能 量 守恒 定律 
E= + U(r) = const (1.13.13) 
因为 动能 不 能 有 负 值 ， 所 以 应 该 满足 下 面 的 方程 
UE (1.13.14) 


这 个 不 等 式 意味 着 ， 在 运动 时 质点 只 能 在 势能 不 超过 总 能 量 的 那些 地 方 。 如 果 我 
们 令 势 能 等 于 总 能 量 ， 则 得 到 能 够 确定 质点 运动 边界 的 方程 
U(xz)=E (1.13.15) 
由 于 在 这 些 点 速度 为 零 ， 故 称 它们 为 停 点 或 者 转变 点 。 
式 (1.13.13) 是 一 个 可 用 分 离 变 量 法 求 积分 的 一 阶 微分 方程 
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dr /2vF- 
VE- U(x)) (1.13.16) 


由 此 得 


m d 
:| 所 和 革 jy+ (1.13.17) 


总 能 量 已 和 积分 常数 c 在 运动 方程 式 的 解 里 起 着 两 个 任意 积分 常数 的 作用 。 
假设 势能 U(x) 有 如 图 1.21 所 
示 的 形状 。 图 中 与 Ox 轴 平 行 的 虚线 
为 给 定 总 能 量 的 线 。 我 们 可 以 把 运动 
区 分 为 下 面 几 种 可 能 的 情形 : 
(a) xz< zi， 在 此 区 间 势 能 超过 
了 总 能 量 ， 根 据 式 (1.13.16)， 速 度 
是 虚数 ， 因 此 质点 被 排斥 在 此 区 间 之 
外 。 
图 1.21 势能 曲线 (b) zli<z<z， 在 此 区 间 内 总 
能 量 超过 势能 ， 故 质点 可 在 x = zi 
和 z= zz 这 两 个 端点 之 间 的 区 域内 运动 。 在 这 两 个 端点 上 玉 = U， 所 以 速度 之 
=0。 这 两 个 点 就 是 运动 的 转变 点 或 停 点 。 通 常 我 们 把 曲线 中 上 凸 部 分 叫做 势 又 
而 把 下 四 部 分 叫做 势 阱 。 质 点 到 达 上 述 这 两 点 中 任意 一 点 时 ， 都 将 磁 到 曲线 上 的 
势 又 而 掉 转 方向 。 如 果 质 点 的 运动 区 间 由 两 停 点 限制 ， 则 运动 限制 在 有 限 的 空间 
范围 内 ， 称 为 有 限 运动 或 有 界 运动 。 一 维 有 限 运动 是 一 种 振动 。 质 点 在 势能 曲线 
U(z) 所 确定 的 势 阱 中 ,在 z= zl 和 = zs 之 间 做 周期 性 的 往复 运动 。 
(c) zx2<<X<X3， 由 于 EE<U， 是 个 热合 。 所 以 这 一 区 间 的 运动 也 被 排斥 在 
外 。 
(d) zz3， 如 果 U(xz) 始终 小 于 其 在 zs 处 的 值 ， 则 自 x3 到 z-~>co 的 整个 
区 间 都 是 可 以 容许 的 区 域 。 如 质点 自 x 较 大 处 向 x3 趋 近 ， 当 碰 到 势 垒 壁 上 时 ， 
质点 将 被 反射 回去 ， 无 阻碍 地 走向 无 穷 大 。 如 果 质 点 运动 的 范围 没有 限制 或 只 限 
制 一 方 ， 则 叫 无 限 运动 或 无 界 运 动 。 
在 经 典 力学 中 认为 ， 时 间 不 仅 是 均匀 的 ， 而 且 是 各 向 同性 的 。 也 就 是 说 ， 经 
典 力学 中 的 定律 对 时 间 反 演 是 不 变 的 ， 它 的 性 质 在 过 去 和 将 来 两 个 方向 都 是 一 样 
的 。 若 以 -上 代替 +， 运动 方程 的 形式 不 发 生变 化 。 换 名 话说， 假如 在 系统 里 有 
某 种 运动 是 可 能 的 ， 相 反 的 运动 也 肯定 是 可 能 的 。 就 从 这 个 意义 上 说 ， 按 照 经 典 
力学 定律 进行 的 一 切 运 动 都 是 可 逆 的 。 
根据 可 逆 性 的 一 般 性 质 ， 由 zi 到 x 的 运动 时 间 和 由 zs 到 zi 的 递 运动 时 
间 是 相等 的 ， 所 以 振动 周期 们 ， 即 由 zl 到 zz， 再 由 z? 返回 ri 的 时 间 ， 是 通过 
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x1 至 x2 所 需 时 间 的 2 倍 。 根 据 式 (1.3.17) 有 


2(E) (E) dz 
TB -9 所 - mn) 7 
(1.13.18) 
并 且 上 下 限 zi 和 xz2 是 方程 (1.13.15) 在 下 给 定时 的 根 。 这 个 公式 决定 运动 周 
期 对 粒子 总 能 量 的 依赖 关系 。 注 意 : 这 是 一 个 非 正常 积分 (被 积 函数 在 极限 处 变 
为 无 穷 大 ) ， 但 是 从 物理 角度 看 ， 这 个 积分 必须 存在 ， 因 为 运动 完全 局 限 在 势 阱 
之 内 。 

在 经 典 力学 的 概念 中 ， 质 点 不 能 透 过 势 垒 ， 并 在 它 到 达 势 刍 的 边缘 有 时 被 反 
射 问 去 ， 即 在 经 典 力学 中 ， 只 有 EE > U 的 质点 才能 穿越 势 急 而 运动 。 但 在 量子 
力学 中 ， 情 况 就 不 是 这 样 ， 巨 > U 的 质点 有 可 能 越过 势 鲍 ， 但 也 有 可 能 被 反射 回 
去 ; 而 下 < U 的 质点 ， 有 可 能 被 势 又 反射 回来 ， 但 也 有 一定 的 概率 贯穿 势 全 ， 
运动 到 另 一 侧 的 区 域 中 去 。 这 一 现象 为 隘 道 效应 ， 是 因为 微观 粒子 具有 波动 性 的 
缘故 。 这 一 现象 在 半导体 和 超 导 物 理 中 已 得 到 广泛 的 应 用 ， 而 经 典 力学 对 此 无 法 
解释 。 


1.14 角 动 量 守 恒定 律 


1.14.1 角 动 量 
质点 的 位 矢 > 与 其 动量 p 的 矢量 积 称 为 角 动 量 或 动量 矩 
L=rxp=rxXmv (1.14.1) 
根据 矢量 的 性 质 可 知 ， 角 动量 的 大 小 为 
|IL|=L=rpsinO (1.14.2) 


式 中 ，6 为 p 与 r 构成 的 夹 角 ， 它 的 方向 指向 垂直 于 p 和 > 的 构成 的 平面 ， 并 指 
向 由 ~ 转 到 pp 的 右手 螺旋 前 进 的 方向 〈 见 图 1.22)。 注 意 到 rsin9 是 由 O 点 到 质 
点 动量 方向 的 垂直 长 度 ， 通 常 叫做 动量 的 臂 。 
在 直角 坐标 系 中 
r= Xer 十 yev 十 ze- 
三 Vrez 十 VBy 十 Tsez 
此 , 工 在 直角 坐标 系 中 为 


L=Le.+Lpe,+ Le,= (1.14.3) 


或 展开 得 
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Z 
/7 /7 
(a) (b) 


图 1.22 动量 矩 和 力矩 


(1.14.4) 


L,= m(yvs 一 zoy) 
Co 
荆 := Ma (Zuy 一 yoz) 
众所周知 ， 与 角 动 量 相似 ， 如 作用 于 质点 O 上 的 力 为 Ff， 则 对 于 固定 点 O 
的 力矩 定义 是 
N=rxF (1.14.5) 
力矩 的 大 小 为 
|IN|=N=rFsing (1.14.6) 
式 中 ，6 为 下 与 之 间 的 夹 角 。rsing 是 由 O 点 到 力 方向 的 垂直 距离 ， 称 为 力 辟 。 
O 点 称 为 矩 心 。 


1.14.2 质点 角 动 量 定理 
时 认 用 村 重 卫 村 站 区 计 作 


各 (rxXmv) = 侍 xmo+rx 晤 (mvp) 
注意 到 
x mv = mv xX v=0 
所 以 
Lrx mo)=rxF (1.14.7) 
或 写成 
持 - (1.14.8) 


即 质点 对 一 点 的 角 动 量 随时 间 的 变化 率 等 于 合力 对 该 点 的 力矩 。 这 就 是 角 动 量 定 
理 , 式 (1.14.8) 是 角 动量 定理 的 微分 形式 。 上 式 也 可 以 写 为 


1.14 角 动 量 守恒 定律 .81 ， 


dL= Ndt 
Nd 称 为 在 时 间 间 隔 dt 内 的 元 角 冲 量 ， 对 上 式 进行 积分 ， 得 
L»— Li = | Nd: (1.14.9) 


| “Ndz 称 为 力矩 N 在 时 间 间 隔世 一 + 的 角 冲 量 或 冲 量 矩 。 式 〈1.14.9) 是 角 动 


量 定理 的 积分 形式 ， 它 表明 ， 质 点 角 动 量 的 变化 等 于 该 时 间 间 隔 内 的 角 冲 量 。 

可 见 ， 若 质点 不 受 力 作用 ,或 者 虽 受 力作 用 ,但 诸 力 对 某 点 的 合力 矩 为 堆 
(例如 有 心力 ， 力 始终 通过 和 矩 心 ， 从 而 力矩 恒 为 零 )， 则 对 该 点 的 角 动 量 为 恒 矢 
量 。 这 个 论断 称 为 角 动量 守恒 定律 。 


1.14.3 质点 系 角 动量 定理 


我 们 在 1.5 节 曾 提 到 ， 守 恒 量 都 具有 可 加 性 ， 因 而 只 要 把 工 理解 为 整个 系 
统 的 角 动 量 。N 理解 成 整个 系统 外 力矩 的 矢量 和 ， 式 〈1.14.8) 对 于 质点 系 也 
是 正确 的 。 下 面 就 来 证 明 这 个 论断 。 


质点 系 内 力 的 合力 矩 
NG = = 之 mm x FO = 2 or x Fp (1.14.10) 
由 于 求 和 的 值 与 下 标 无 关 ， 所 以 NG 也 可 写成 
NG = Sre x Fp = or x Fe (1.14.11) 
将 式 (1.14.10) 与 (1.14. 11) 相 加 ， 并 考虑 到 
Fs = ~ Fog (1.14.12) 
则 有 
NO -2 rx Fy (1.14.13) 
引入 符号 
ra — re=rag (1.14.14) 
矢量 rwg 沿 系统 内 第 8 个 质点 与 第 a 个 质点 的 连 线 方向 ， 所 以 
rap// 了 op (1.14.15) 
因而 式 (1.14.13) 的 求 和 中 所 有 的 矢量 又 乘积 均 为 零 ， 从 而 
NO=0 (1.14.16) 


这 里 我 们 还 需要 指出 NG = 0 的 另 一 个 可 能 的 原因 ， 即 矢量 x。 和 re 相等 的 情况 ， 
这 时 
re 二 0 (1.14.17) 


这 种 情况 发 生 在 接触 物体 间 相 互 作 用 为 
表面 力 的 情况 中 。 

不 论 怎 样 , 等 式 (1.14.15) 和 
(1.14.17) 均 保证 了 式 (1.14.16) 的 满足 ， 
所 以 对 于 质点 系 而 言 , 式 (1.14.8) 就 变 成 


dL 


i =N® (1.14.18) 


其 中 
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L = Dr, x p, (1.14.19) 


为 系统 的 总 角 动 量 。 这 个 量 的 可 加 性 是 显而易见 的 ， 并 且 像 动量 一 样 ， 它 也 与 质 
点 之 间 是否 存 在 着 相互 作用 无 关 。 式 (1.14.18) 说 明 ， 系统 的 总 角 动 量 对 时 间 
的 微 商 等 于 所 有 外 力 的 合力 挎 ， 这 就 是 质点 系 角 动 量 定理 。 对 于 封闭 系 ， 因 
N'e =0， 由 式 (1.14.18) 得 到 运动 积分 
L = const (1.14.20) 

即 封闭 系统 总 角 动 量 守恒 。 

根据 式 〈1.14.18) 是 否 可 以 做 出 结论 ， 内 力 不 能 改变 系统 的 总 角 动 量 L? 回答 
是 : 如 果 系 统 是 封闭 的 ， 则 不 能 ; 如果 系统 不 是 封闭 的 ， 则 一 般 说 是 可 能 的 。 外 力 的 
合力 矩 N9 可 能 依赖 于 质点 位 置 r, ， 而 这 些 x 是 可 以 被 内 力 改 变 的 。 因 此 ， 内 力也 
可 能 改变 角 动 量 工 。 

既然 在 角 动 量 的 定义 里 含有 质点 的 位 矢 ， 所 以 一 般 说 来 其 值 依赖 于 坐标 原点 
的 选择 。 相 对 于 距离 为 S 的 两 个 原点 ， 同 一 点 的 位 矢 mr 和 xr 之 间 的 关系 是 


ri=ri+s (1.14.21) 
所 以 有 
L = Dr x p, 
= Dr +S)xp, 
= Ori x p+Ssx Dp, 
或 者 


L=L+SxP (1.14.22) 
从 式 (1.14.22) 可 以 看 出 ， 只 有 当 系 统 静 止 时 (也 就 是 说 P=0 时 )， 它 的 角 动 
量 才 不 依赖 于 原点 的 选择 。 显 然 ， 角 动量 的 值 虽 然 不 确定 ， 但 并 不 影响 角 动 量 守 
恒定 律 ， 因 为 封闭 系统 的 动量 也 是 守恒 的 。 


Q 此 种 情况 属于 连续 介质 力学 的 课题 ， 超 出 本 书 的 范围 ， 读 者 如 感 兴趣 ， 可 参阅 有 关 书 籍 。 
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1.14.4 不 同 惯性 系 中 角 动 量 的 联系 
现在 我 们 来 推导 联系 两 个 不 同 的 惯性 系 K 和 天 “中 角 动 量 的 公式 。 设 这 两 个 
惯性 系 中 的 第 二 个 相对 于 第 一 个 以 速度 Y 运动 。 如 果 在 某 时 刻 系统 K 和 K 的 坐 
标 原点 是 重合 的 ， 此 时 质点 的 位 矢 在 两 个 坐标 系 中 也 是 一 样 的 ， 而 速度 以 
一 凡 十 隐 (1.14.23) 
相 联系 ， 所 以 有 
L = Dmr, x v, = Dmars xX vt Dmr xV (1.14.24) 
上 式 中 右边 的 第 一 个 求 和 是 在 系统 K 的 角 动 量 L ,根据 式 (1.7.9) 引入 质心 
的 位 矢 
mar 


M 


R= (1.14.25) 


于 是 式 (1.14.24) 可 以 写成 

L=L+MRxYV (1.14.26) 
这 个 公式 决定 了 从 一 个 坐标 系 转移 到 另 一 个 坐标 系 时 角 动量 的 转换 规律 。 我 们 看 
到 这 个 公式 类 似 于 式 (1.7.6) 的 动量 转换 规律 。 

车 我 们 所 考察 的 力学 系统 整体 在 K' 系 中 静止 ， 那 么 VV 就 是 该 系统 质心 运动 

的 速度 ，MY 是 其 总 动量 P (相对 于 KK 系 )， 于 是 

L=L +RXxP (1.4.27) 
换 句 话说 ， 力 学 系统 的 角 动 量 是 由 相对 于 系统 为 静止 的 坐标 系 中 系统 的 角 动 量 
L 和 系统 整体 运动 所 产生 的 角 动 量 R XP 之 和 。 


“1.15 弹性 碰撞 


1.15.1 弹性 碰撞 和 非 弹性 碰撞 


在 物理 学 中 ， 碰 擅 一 词 用 得 十 分 广泛 ， 其 含义 也 十 分 广泛 。 它 并 不 只 是 日 党 
生活 中 所 理解 的 两 个 物体 之 间 有 接触 的 碰撞 。 碰 撞 问 题 所 讨论 的 一 般 是 两 个 粒子 
所 构成 的 封闭 系统 ， 它 们 在 进入 相互 作用 范围 之 前 已 经 有 一 定 的 动能 ， 并 因此 相 
互 接近 而 进入 相互 作用 。 相 互 作用 的 过 程 细节 人 们 也 可 能 很 清楚 ， 也 可 能 不 甚 清 
楚 ， 或 者 知之 甚 少 。 我 们 不 妨 把 粒子 相互 碰撞 的 邻近 区 域 想像 成 一 个 “黑匣子 ”， 
我 们 只 考虑 进去 和 出 来 粒子 的 状况 ， 至 于 匣子 里 面 发 生 过 程 的 细节 和 性 质 对 问题 
毫 无 关系 。 相 互 作用 (碰撞 ) 的 结果 可 以 是 多 种 多 样 的 ; 可 能 构成 一 个 束缚 系 
统 ; 也 可 能 最 终 脱离 了 彼此 的 相互 作用 而 各 奔 他 方 ， 重 新 变 成 了 两 个 不 受 作 用 的 
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自由 粒子 。 对 于 碰撞 后 最 终 各 奔 他 方 的 两 个 粒子 来 说 ， 如 果 在 碰撞 前 后 的 总 能 量 
没有 发 生变 化 ， 这 种 碰撞 称 为 弹性 碰撞 ， 否 则 就 称 为 非 弹 性 碰撞 。 此 外 ， 两 个 粒 
子 的 质量 分 配 也 可 能 会 发 生变 化 〈 不 考虑 相对 论 效应 带 来 的 质量 变化 ) ， 这 时 碰 
撞 后 形成 了 不 同 于 碰撞 前 的 新 粒子 。 为 简单 起 见 ， 这 里 的 讨论 仅 限于 弹性 碰撞 。 
当然 ， 吸 收 动能 或 者 释放 静止 质 量 能 量 的 碰撞 过 程 也 是 十 分 重要 的 。 然 而 ， 双 粒 
子 运动 学 的 所 有 基本 特征 可 以 由 弹性 碰撞 充分 阐明 ， 所 以 略 去 了 对 更 为 复杂 的 碰 
撞 过 程 的 讨论 。 


1.15.2 质心 系 和 实验 室 系 


如 果 选 取 一 个 相对 于 系统 的 质心 为 静止 的 坐标 系 ， 则 许多 物理 过 程 的 描述 可 
大 为 简化 。 在 我 们 即将 讨论 的 两 个 粒子 的 弹性 碰撞 问题 中 ， 通 常 为 一 运动 的 粒子 
与 一 静止 的 粒子 之 间 的 碰撞 。 虽 然 在 一 个 质心 为 静止 的 坐标 系 中 描述 碰撞 的 效应 
确实 比较 简单 ， 但 实际 测量 还 是 在 其 中 一 个 粒子 是 运动 的 ， 而 被 撞 粒 子 最 初 为 静 
止 的 那个 坐标 系 中 进行 的 。 大 家 知道 ， 后 一 个 坐标 系 称 为 实验 室 坐 标 系 。 我 们 通 
常 把 这 两 个 坐标 系 简称 为 质心 系 和 实验 系 ， 我 们 既 希 望 利 用 在 质心 系 中 描述 弹性 
碰撞 的 简便 性 ， 实 际 测量 又 不 得 不 在 实验 室 系 进 行 ， 这 样 就 有 必要 导出 联系 质心 
坐标 系 和 实验 坐 示 系 的 方程 。 


1.15.3 一般 情 况 


为 简单 计 ， 我 们 这 里 不 讨论 碰撞 后 形成 新 粒子 的 情况 ， 而 且 只 讨论 由 无 穷 远 
而 来 ， 最 终 无 穷 远 离 去 的 弹性 碰撞 。 假 定 两 粒子 的 质量 分 别 为 m, 和 mm， 碰撞 
前 的 动量 分 别 为 pl 和 pz ， 碰 撞 后 的 动量 分 别 为 pf 和 p;。 碰 撞 前 的 速度 分 别 为 
v1 和 v2。， 碰 撞 后 的 速度 分 别 为 v1 和 v;。 简 单 而 言 ， 带 撤 的 各 量 是 表示 碰撞 后 
的 。 

因为 碰撞 的 两 粒子 组 成 封闭 系统 ， 所 以 在 碰撞 过 程 中 和 碰撞 前 后 总 动量 守恒 

pit+ p2= p11+t p? (1.15.1) 
又 因 假定 为 弹性 碰撞 ， 故 碰撞 前 后 总 动能 亦 未 变 
pt ,pi _ pr ,py (1.15.2) 
2m1 2m2> 2m! 2m; 这 
通常 在 质心 坐标 系 研究 碰撞 问题 比较 简单 。 由 于 质心 在 质心 坐标 系 中 静止 不 动 ， 
因而 在 碰撞 前 后 ， 两 粒子 动量 的 矢量 和 分 别 等 于 零 。 又 因为 在 我 们 所 讨论 的 问题 
中 ， 质 心 系 也 是 一 个 惯性 系 ， 所 以 ， 能 量 守恒 的 表达 式 (1.15.2) 在 质心 系 也 适 
用 。 以 下 标 “0?” 表示 在 质心 系 中 所 观察 到 的 量 ， 则 前 面 两 式 变 为 
piot+ p20= pl0+p20=0 (1.15.3) 


和 
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2 2 /2 /2 
pio p20 p20 P20 
dm ! Dm Drm + Zom; (1.15.4) 


由 这 两 式 很 容易 解 出 
pio™ p20 = pi0= p20 (1.15.5) 
也 就 是 说 ， 在 碰撞 后 ， 两 粒子 的 动量 不 改变 大 小 ， 只 可 能 改变 方向 ， 如 图 1.24 
所 示 ， 图 中 no 表示 ?10 方 向 的 单位 矢量 。 
根据 以 上 分 析 可 知 ， 如 果 给 出 njo 和 zzo， 由 质心 系 
中 求 出 的 量 换算 成 在 其 他 惯性 系 中 相应 的 量 ， 则 必须 知 
道 矢 量 pl 和 p, 以 及 标量 mi/raz， 在 质心 系 中 得 出 的 最 
后 结果 是 
Plo= piono, p20= 一 加 on0 (1.15.6) 
引入 粒子 的 相对 速度 


UV= v1 UV (1.15.7) 
若 速 度 用 动量 表示 ， 即 ul = pj /mi， 5 = p2ALm2， 则 图 1.24 质心 系 观察 到 的 
v= Pi P72 mp (1.15.8) 两 质点 散射 
m1 m2 721 722 
相对 速度 的 这 个 表达 式 的 形式 是 与 坐标 系 无 关 的 。 在 质心 坐标 系 中 ，u 应 表示 为 
二 到 2 有 10 1b20 (1.15.9) 
mim2 
由 式 (1.15.3) 知 ，pzo= pio， 将 其 代入 上 式 得 
m1m2 
pi0™= m1 + 12 
令 
= 元 下 (1.15.10) 
上 称 为 两 粒子 的 折合 质量 。 则 
pio= 4b (1.15.11) 
所 以 , 式 (1.15.6) 用 相对 速度 表示 就 是 
pio= — p20 = pun (1.15.12) 


因为 观察 是 在 实验 室 中 进行 的 ， 所 以 还 需要 把 结果 用 实验 室 系 表示 出 来 。 根 据 式 
(1.7.9)， 质心 的 速度 为 


_ Pitp» 
Ve Fp 
1™ 2 


于 是 ， 可 把 pf 和 ps 分别 表 示 为 
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m1 La 
1 = piot+ miv.= + -一 一 -一 (pi 十 = /uao 十 -一 卫 
pi pio™ mivV.c = Lvno mt ma PD! p2) Luho m2 


m2 a 
2 = p20 + 二 一 + 一 一 一 (D1 十 = 一 woa0 十 一 - 卫 
Pp2™ P20 m2Ve Anno mt ma P! p2) Munio mi 


(1.15.13) 
式 中 ,v 由 式 (1.15.9) 所 示 ,而 P= pi+ pz。 

对 于 已 知 的 v1，vs 和 不 同 的 指向 no 来 说 ， 
jrono 是 一 个 定 长 矢量 ， 即 长 度 不 变 但 方向 可 变 的 矢 
量 。 如 将 该 矢量 的 起 点 固定 在 一 点 O 上 ， 如 图 1.25 
所 示 ， 则 其 矢 端 落 在 以 O 为 圆心 ， 以 yw 为 半径 的 
一 圆周 上 。 如 果 单 位 矢量 no 沿 着 OC 的 方向 ,矢量 

和 就 给 出 相应 的 动量 pi 和 p;。 在 给 定 pi 
” ”和 pz 的 条 件 下 ,加 的 半径 和 点 A 与 点 B 的 位 置 是 
固定 的 ， 而 点 C 在 圆周 上 可 以 有 任意 的 位 置 。 


1.15.4 报 粒 子 静 止 的 情况 


在 许多 实际 问题 中 ， 两 粒子 中 有 一 个 粒子 在 实验 室 中 碰撞 前 处 于 静止 状态 ， 
这 个 碰撞 前 不 动 的 粒子 通常 称 为 靶 粒 子 ， 在 碰撞 后 ， 这 个 粒子 获得 了 速度 ， 称 为 
反 冲 粒子 ， 而 运动 的 另 一 个 粒子 则 称 为 入 射 粒子 ， 在 碰撞 后 则 称 为 散射 粒子 。 由 
于 实际 问题 中 这 种 情况 比较 多 见 ， 所 以 有 必要 进行 较为 详细 的 讨论 。 

假定 碰 接 前 不 动 的 粒子 就 是 m，。 在 这 种 情况 下 xzuz = pp =0，uw= | ui|= 
v1， 长 度 OB= 7 rmibl po1= po 所 以 OB 和 圆 的 半径 相等 ， 即 B 点 在 圆 
周 上 ， 如 图 1.26 所 示 。 而 矢量 AB 和 散射 前 第 一 个 粒子 的 动量 pi 相等 。 这 时 A 
点 可 以 在 圆 内 〈 如 果 m1< ms)， 或 者 圆 外 (如果 m1 > ms)， 或 者 在 圆周 上 (如 
果 m=m2)。 图 1.26 中 的 (a)、(b) 和 (c) 分 别 画 出 了 与 此 相对 应 的 图 形 。 
由 三 角 学 我 们 知道 ， 三 角形 的 外 角 等 于 两 内 角 之 和 ， 所 以 91 + 9, 等 于 碰撞 后 两 


粒子 的 飞 出 方向 间 的 夹 角 ， 显然 ， 当 mi < mz 时 91+ > 至 ， 当 m1> mz 时 ， 


01+01< 闻 ， 而 当 ml = m2 时 ， 01+0,= 广 。 值得 注意 的 是 ， 这 些 结论 只 是 动量 
守恒 和 能 量 守恒 的 直接 推论 ， 与 两 粒子 相互 作用 的 具体 形式 无 关 (当然 假定 它们 
之 间 的 相互 作用 力 是 保守 力 )。 

在 实验 室 坐标 系 中 ， 人 射 粒子 mi 的 入 射 方向 (pi 的 方向 ) 与 它 被 散射 后 
的 出 射 方向 (pi 的 方向 ) 之 间 的 夹 角 91 称 为 实验 室 坐 标 系 的 散射 角 。m 的 人 
射 方 向 (pi 的 方向 ) 与 ms 的 反 冲 方向 (ps 的 方向 ) 之 间 的 夹 角 9, 称 为 反 冲 


m 
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(b) mi<m, (c) mi=m, 


图 1.26 A 点 位 置 与 粒子 的 质量 的 关系 


角 。 在 图 1.27 中 由 C 向 AB 作 垂 线 CD。 从 图 上 不 难看 出 实验 室 坐标 系 中 的 散射 
角 91 和 反 冲 角 0, 与 角 (no 与 pi 的 夹 角 ) 之 间 的 关系 


ang, = CO = CD /OC _ sin@ 
a AD (AO+OD) /OC AO/OC+cosO 


从 图 1.27 中 所 示 各 线段 之 间 的 数量 关 
系 可 知 ，OC = OB， 所 以 AO/OC = 
AO7《OB = m1/m2， 于 是 得 

sin 人 © 
mi/m2 十 Cos 他 

(1.15.14) 

从 图 1.27 看 出 ， 反 冲 角 9, 与 角 @ 的 关 
系 是 


tangl 一 


图 1.27 各 线段 之 间 关 系 的 图 示 


0=5 (1.15.15) 


@ 是 在 质心 坐标 系 中 看 到 的 mi 的 人 射 方向 (pio 的 方向 ) 与 其 出 射 方向 (pio 
的 方向 ) 之 间 的 夹 角 ， 称 为 质心 坐标 系 的 散射 角 。 从 图 1.26 的 (by) 和 (c) 
可 以 看 到 ， 当 mi<az 时 ，01 与 9@ 一 一 对 应 。 但 由 图 1.28 却 看 到 ， 当 mm! > 
m2 时， 实验 室 坐标 系 中 的 一 个 散射 角 0, 与 质心 坐标 系 的 两 个 散射 角 9 和 8。 
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对 应 。 
现在 我 们 来 讨论 实验 室 坐标 系 中 的 
散射 角 0 可 以 取 值 的 范围 。 当 mi< ma 
时 ， 对 于 各 种 不 同 的 no 来 说 ， 散 射 角 
91 可取 0 一 r 中 的 任 一 值 ， 当 m1 = m2 
时 ， 即 质量 相同 的 两 个 粒子 (其 中 之 一 
最 初 静止 ) 的 碰撞 特别 简单 。 这 时 不 只 
图 1.28 一 个 91 与 两 个 @ 角 对 应 的 情况 ”是 点 B 在 圆周 上 ， 而 且 点 A 也 位 于 贺 
周 上 ， 所 以 碰撞 后 两 粒子 飞 出 的 方向 互 
成 直角 。 这 时 0 = 8/2。 
如 果 mi<< m2， 运 动 粒子 的 偏 角 则 不 能 超过 一 个 最 大 值 ， 此 最 大 值 对 应 于 图 
1.28 中 的 那个 位 置 ， 当 C 在 此 位 置 时 直线 AC 和 圆周 相 切 〈OC 在 图 中 未 把 连 
线 画 出 )。 很 明显 


7222 
ml 


= arcsin (1.15.16) 


也 
(01)max = arcsin 4 = arcsin 上 
1 


pl 


mit+m2 
1.15.5 一 维 碰撞 


如 果 碰 挤 不 仅 是 完全 弹性 的 ， 而 且 是 一 维 的 。 所 请 一 维 碰撞 ， 就 是 指 碰撞 后 
的 相对 运动 和 碰撞 前 的 相对 运动 是 沿 着 同一 直线 的 ， 则 @ 等 于 x， 即 是 说 C 点 
的 位 置 在 直径 上 ， 并 在 A 的 左 方 (这 时 pi 与 p2 互 有 相反 的 方向 )， 或 者 在 A 与 
O 之 间 (这 时 pl 和 ps 有 相同 的 方向 )。 

根据 动量 守恒 式 (1.15.1) 和 能 量 守恒 式 (1.15.2) 很 容易 解 出 


4 
1 mitm> 1 mit+m> 2 


v= |( 2m1 )。 + (Qt) 
2 MU1 十 m2 1 mitm> 2 


下 面 研 究 几 个 特别 有 趣 的 情况 。 当 碰撞 粒子 具有 相同 的 质量 ， 即 mi = m2 
时 ， 上 述 两 方程 即 可 化 简 成 


(1.15.17) 


VI=v2, VI= vi (1.15.18) 
这 表示 在 一 维 碰撞 中 ， 质 量 相等 的 两 粒子 仅 彼此 交换 自己 的 速度 。 
男 一 种 我 们 特别 感 兴趣 的 情况 是 ， 粒 子 ms 最 初 处 于 静止 状态 ， 即 v, = 0。 
因此 式 (1.15.17) 变 为 
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(= (2 ju 
v1 二 
1 mitm2/)"! 


(1.15.19) 


-| 

V2 一 mi+ m2 也 1 

这 时 v2 的 值 是 最 大 的 可 能 值 。 因 此 原先 静止 的 粒子 由 于 碰撞 可 能 得 到 最 大 的 能 
量 是 


, _ 202 ax 4m1m> 
Fmax = 2 mit+ m2) 1 (1.15.20) 
式 中 
m1v? 

Ei= 2; (1.15.21) 

是 碰撞 前 运动 粒子 的 初 能 量 。 

对 于 这 种 情况 ， 如 果 m1 = ms。， 则 由 式 (1.15.19) 可 得 

v1 = 0， v2 = vi (1.15.22) 


当然 ， 这 正 是 我 们 预料 的 结果 ， 亦 即 第 一 个 粒子 完全 停止 下 来 ， 而 第 二 个 粒子 
“ 取 去 ”第 一 个 粒子 原来 的 速度 。 但 如 ma 比 mi 大 得 多 ， 则 得 

VI RL— YI, v0 (1.15.23) 
这 说 明 一 个 质量 很 小 的 粒子 和 一 个 质量 很 大 的 粒子 碰撞 时 ， 质 量 很 小 的 粒子 调转 
方向 ， 而 质量 大 的 粒子 几乎 保持 不 动 。 

最 后 ， 如 果 ms 比 m1 小 得 很 多 ， 则 

VIAV1, VIAI2 v1 (1.15.24) 
这 个 结果 告诉 我 们 ， 质 量 很 大 的 人 射 粒子 的 速度 ， 不 因 它 和 质量 很 小 的 粒子 碰撞 
而 发 生 显著 的 改变 , 但 质量 很 小 的 粒子 却 以 近似 于 两 倍 人 射 粒子 的 速度 运动 起 
来 。 
在 原子 核反应 堆 内 ， 由 于 铀 原子 裂变 所 产生 的 中 子 运动 很 快 ， 如 果 要 这 些 中 
子 去 激发 其 他 原子 以 产生 更 多 的 裂变 ， 就 必须 减少 它们 的 运动 速度 。 假 定 中 子 和 
静止 的 核 做 弹性 碰撞 ， 那 么 该 选用 何 种 物质 才能 有 效 地 抑制 反应 堆 内 中 子 的 运 
动 ? 根据 上 面 的 讨论 和 计算 ， 如 果 静 止 的 训 核 质量 比 中 子 质量 小 得 很 多 ， 比 如 电 
子 ， 结 果 中 子 就 将 几乎 以 其 原 有 的 速度 继续 向 前 运动 。 但 是 ， 如 果 静 止 的 靶 核 和 
中 子 质量 近 于 相等 ， 中 子 就 几乎 在 碰撞 中 停止 下 来 。 因 此 ， 氨 是 最 有 效 的 减速 
剂 。 因 为 氨 的 核 一 一 质子 和 中 子 近似 地 具有 相同 的 质量 。 当 然 还 有 其 他 原因 影响 
到 中 子 减速 剂 的 选择 ,但 仅 就 动量 方向 来 考虑 ， 我 们 应 该 用 较 轻 的 元 素 。 核 反应 
堆 中 实际 所 用 的 氢 包 含 在 像 水 这 样 的 化 合 物 或 混合 物 中 ， 其 他 可 以 利用 其 减速 性 
质 的 轻 元 素 ， 包 括 质量 数 为 2 的 气 及 质量 数 为 12 的 碳 。 目 前 实验 室 中 常用 石蜡 、 
水 和 塑料 中 的 氢 来 慢 化 中 子 。 
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习 题 


1.1 已 知 z=dcoswl，y= dsinwt，z=c， 其 中 &，ow，c 为 常数 ， 求 速度 和 加 速度 。 
( 答 】 v= cd 


cos( b ,vi ) = — sinewt , cos(b， zy) = cosewt ， cos(b,z)=0 
a = dw? 
cos(a , ax) = — coswt, cos(a ,ay) = 一 sinwt， cos(a,a,)=0 


1.2 已 知 一 质点 做 平面 运动 ， 它 的 运动 规律 在 极 坐标 中 为 >= be ，0= wt， 其 中 5, 上 &， 
w 为 常数 ， 试 求 其 速度 和 加 速度 的 大 小 ， 以 及 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 。 
[ 答 ] v=V twr 
a=(k2+w)r 
ar=V k?+ wbker 
La 二 地 Vkit wr 
1.3 已 知 质点 沿 x 轴 运 动 ， 其 加 速度 工 = Asinkt ， 其 中 A， 上 为 常数 ， 且 t=0 时 ， z= 
0, 过 =0， 试 求 x 和 z 的 关系 式 过 = ZLt) 。 


[ 答 ] z= 企 (下 sink) 、 
1.4 质点 沿 z 轴 运 动 ， 已 知 加 速度 工 = taz， 且 上 =0，z=a, 元 =0, 试 求 其 x 和 1: 的 
关系 式 z = x(t) ， 其 中 & 为 常数 。 


{ 答 ] z= (ete *) 


1.5 已 知 质 点 的 运动 规律 为 z=3cos( 下 +xt )， ?>=4sin( 于 +xt )， 试 求 其 运动 轨道 。 


2 2 
航 ] 开工 -、2 工 
[ 答 ] 9 Sng COS 8 


这 是 一 个 椭圆 方程 ， 因 此 其 轨道 为 一 个 椭圆。 
1.6 有 一 划 平 面 曲线 轨迹 的 点 ， 其 速度 在 y 轴 上 的 投影 于 任何 时 刻 均 为 常数 <。 试 证 任 
何 情况 下 ， 加 速度 的 值 可 用 下 式 表示 


其 中 ，w 为 速度 ，p 为 轨道 曲率 半 经 。 

1.7 一 质点 以 定 值 速 率 沿 一 曲线 运动 ， 试 证 其 速度 矢量 b 与 加 速度 矢量 a 垂直 。 

1.8 直线 FM 在 一 给 定 的 椭圆 平面 内 以 匀 角 速 绕 其 焦点 下 转动 。 求 此 直线 与 椭圆 的 交 
”点 M 的 速度 。 已 知 以 焦点 为 坐标 原点 的 椭圆 的 极 坐 标 方程 为 
_a(l-e’) 


~ 1+ecos0 


式 中 ，4a 为 椭圆 的 半 长 轴 ，e 为 偏心 率 ， 都 是 常数 。 
[ 答 ] 站 r(2a -~)， 式 中 为 椭圆 半 短 轴 。 


r 


习 题 .91， 


1.9 如 已 知 点 的 运动 方程 式 为 z = 1(z),y = f(t) ， 则 其 切 向 及 法 向 速度 可 用 下 式 表 


+ 
”MRT VR 
而 轨道 的 曲率 半径 为 
(x2 + y2)32 
?| 未- 入 | 
试 证 明之 。 


1.10 设 一 质点 已 做 等 速 螺旋 运动 ， 其 方程 式 为 
T=2sin4t, y= 2cos4i, y=4t 


试 求 轨 迹 的 曲率 半径 。 
(等 ] p= 
/天 干冰 


1.11 一 枪 连 放 两 次 ， 第 一 次 的 初速 度 为 »， 件 角 为 a; 第 二 次 的 初速 度 为 w， 仰 角 为 
oo'<a)。 强 道 篆 在 同一 悬 直 平 面 内 。 试 证 设 放 枪 的 时 间 间隔 等 于 二 2 an te 元 < ， 则 
两 子弹 将 在 空中 互 碰 (空气 阻力 不 计 )。 

1.12 ”一 飞机 距 地 面 高 六 ， 以 匀速 vi 做 水 平 飞行 ， 今 有 一 高 射 炮 ， 欲 打 中 飞机 ， 问 高 射 
炮 烽 弹 的 初速 度 v 与 水 平成 的 夹 角 a。， 应 满足 什么 关系 ? 设 发 射 时 飞机 正在 高 射 炮 头顶 ， 空 
气 阻力 不 计 。 


[ 答 】 a 所 要 满足 的 条 件 : cosa = 训 
vo 所 要 满足 的 条 件 : v8 宇 vf+ 2gh 
1.13 根据 实验 事实 ， 若 重力 加 速度 随 高 度 减少 的 规律 为 


zx -2 
&=g0 ( 1+R ) 

式 中 ，R 为 地 球 半径 ，go 为 地 面 处 的 重力 加 速度 ，x 表示 任 一 高 度 。 试 求 以 初速 度 vo 竖 直 
上 抛 的 质点 的 速度 随 高 度 变 化 的 规律 。 
1 
0 

1.14 质量 为 m 的 质点 在 恒 力 Fo 的 作用 下 运动 ， 若 在 上 =0 时 ， 质 点 具有 初速 度 vo。， 今 
将 质点 速度 增 到 vo 的 ” 倍 时 ， 需 多 长 时 间 。 


( 答 ] t=(n-1E 


1.15 如 图 所 示 ， 有 一 质量 为 m 的 质点 以 原点 O 
为 平衡 位 置 做 简 谐 运动 。 当 它 通过 原点 O 时 ， 速 度 为 
uw。 如 在 任 一 时 刻 ， 质 点 的 坐标 为 z， 速 度 为 "， 简 
谐振 动 的 圆 频率 为 。， 试 证 题 1.15 图 

y+ wir = 2 


1.16 滑轮 上 系 一 不 可 伸 长 的 强 ， 绳 上 县 一 弹簧， 弹 移 男 一 端 挂 一 重 为 W 的 物体 。 当 滑 


x 
m 
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轮 以 匀速 转动 时 ， 物 体 以 匀速 vo 下 降 。 如 将 滑轮 突然 停 住 ， 试 求 弹簧 的 最 大 伸 长 及 最 大 张 
力 。 假 定 弹簧 爱 W 的 作用 时 的 静 伸 长 为 ho。 


A 
( 管 ] hx hot vo 名 


SA0 


1.17 一 弹性 绳 上 端 固定 ， 下 端 县 有 m 及 m 两 质点 。 设 a 为 绳 的 固有 长 度 ，6 为 加 m 
后 的 伸 长 ，c 为 加 mx' 后 的 伸 长 。 今 将 m' 任 其 脱离 而 下 随 ， 试 证 质点 mm 在 任 一 瞬时 离 上 端 O 


的 距离 1 为 
l=at+bt+cecos,)/ 5 


1.18 一 质点 自 一 水 平 放置 的 光滑 固定 圆柱 面 凸 面 的 最 高 点 自由 滑 下 。 问 滑 至 何 处 ， 此 
质点 将 离开 圆柱 面 ? 假定 圆柱 体 的 半径 为 ~。 
[ 答 ] 设 9 为 贺 柱 面 的 竖 直 半径 与 质点 和 中 心 联 线 间 所 夹 之 角 ， 则 当 vw = arccos 子 时 ， 
质点 离开 圆柱 面 。 
1.19 一 质量 为 m 的 质点 自 光 滑 圆 滚 线 的 尖端 无 初速 地 下 滑 。 试 证 在 任何 一 点 的 压力 为 
2mgcos06， 式 中 9 为 水 平 线 和 质点 运动 方向 间 的 夹 角 。 已 知 圆 滚 线 方程 为 
X=a(20+ sin20), y= —a(l+cos20) 


且 0 =k, a= 上 
4k? 


1.20 在 上 题 中 ， 如 圆 滚 线 不 是 光滑 的 ， 且 质点 自 圆 滚 线 的 尖端 自由 下 滑 ， 达 到 圆 滚 线 
的 最 低 点 时 停止 运动 ， 试 证 明 在 这 种 情况 下 摩擦 因数 w 应 满足 下 式 
Le =1 
1.21 已 知 作用 在 质点 上 的 力 为 
Fi=anztaryt a 
Fy=azrt+any t+ az 
PF.=aazt ay t+ a 
式 中 ,系数 oj (i，j=1，2，3) 都 是 常数 。 问 这 些 a; 应 满足 什么 条 件 ， 才 有 势能 ?如 果 满 
足 这 些 条 件 ， 试 计算 其 势能 。 


[ 答 ] U= 一 二 (az2 + a2y + aa3z? + 2anxry + 2a23y + 2a31 zx) 
1.22 自由 质点 的 质量 为 m， 其 运动 轨道 为 一 椭圆 
T= acoskt, y= bsinkt 


式 中 , 为 常数 , 试 求 从 :=0 到 上 = 防 的 一 段 时 间 内 ,作用 在 质点 上 的 力 所 做 的 功 。 
[ 答 ] W= (a2- 6) 


1.23 一 质量 为 m 的 质点 ， 受 一 与 距离 成 反比 的 吸引 力作 用 在 一 直线 上 运动 ， 比 例 系数 
为 &。 如 此 质点 从 距 原 点 O 为 a 的 地 方 由 静止 开始 运动 ， 求 其 到 达 O 点 所 需 的 时 间 。 


[ 答 ] z= of 室 

1.24 一 条 均匀 的 链条 在 地 面 上 卷 成 一 堆 。 某 人 持 链条 的 一 端 以 均匀 的 速率 v 将 其 举 高 。 
试 证 手 离 地 面 高 度 为 x 时 ， 手 中 所 感到 的 压力 等 于 长 为 z*+ v?/g 的 一 链条 的 重量 。 

1.25 雨滴 下 落 时 ， 其 质量 的 增加 率 与 雨滴 的 表面 积 成 正比 例 ， 求 雨滴 t 秒 后 下 落 的 距 
离 。 设 雨滴 开始 自由 下 落 时 质量 为 M， 空 气 阻力 略 而 不 计 。 

[ 答 ] <- 三 [ 和 + 太 - 妈 mn(l+ 塌 -本 )] 
式 中 ，A 为 在 单位 时 间 内 雨滴 质量 的 增 量 。 

1.26 近代 火箭 技术 都 采用 多 级 火箭 ， 以 满足 发 射 超级 重量 的 地 球 卫 星 和 字 宙 飞船 的 需 
要 。 试 用 动量 守恒 定律 证 明 x 级 火箭 的 最 终 速度 应 为 


Uv 二 DwiloN, 
式 中 , vw; 为 i 级 火 第 的 喷气 速度 ，NN; 为 第 i 级 的 质量 比 。 


第 二 章 ” 拉 格 朗 日 力学 
2.1 牛顿 力学 的 局 限 性 和 分 析 力 学 的 建立 


我 们 在 第 一 章 讨论 了 牛顿 力学 。 牛 顿 力学 是 以 牛顿 定律 和 力 的 独立 作用 原理 
作为 力学 的 基本 原理 。 这 是 在 通常 的 三 维 空间 中 广泛 应 用 矢量 方法 处 理 力学 问题 
的 一 种 力学 体系 ， 因 而 牛顿 力学 又 称 为 矢量 力学 。 如 果 质 点 的 运动 方式 不 很 复 
杂 ， 而 且 应 用 直角 坐标 系 去 描述 ， 则 运动 方程 往往 是 相当 简单 的 。 然 而 如果 取 
消 了 这 两 个 限制 中 任何 一 个 ， 则 方程 会 变 得 非常 复杂 而 难以 计算 。 

在 应 用 牛顿 方法 求解 问题 时 ， 必 须知 道 作用 在 物体 上 所 有 的 力 ， 这 是 因为 出 
现在 基本 方程 中 的 力 是 作用 于 物体 上 的 合力 。 如 果 质 点 受到 某 种 约束 ， 例 如 被 限 
制 在 某 曲面 或 曲线 上 运动 ， 不 能 脱离 该 线 或 该 面 而 做 任意 运动 并 占据 空间 的 任意 
位 置 ， 则 叫 非 自 由 质点 。 此 时 该 线 或 该 面 叫 约束 ， 而 该 线 或 该 面 的 方程 称 为 约束 
方程 。 关 于 约束 问题 2.2 节 还 要 做 较为 详细 的 阐述 。 

解约 束 运动 的 问题 ， 一 般 都 是 将 约束 去 掉 而 代 之 以 约束 反作用 力 ， 从 而 把 它 
视 为 自由 质点 。 与 普通 力 不 同 ， 约 束 反 作用 力 并 不 完全 取决 于 约束 本 身 ， 而 与 作 
用 在 质点 上 的 其 他 力 及 质点 本 身 运 动 状态 等 有 关 ; 而 且 ， 单 靠 约束 反作用 力 本 身 
并 不 能 引起 质点 的 任何 运动 。 所 以 约束 反作用 力 常 称 为 被 动力 或 约束 力 ， 不 是 约 
束 力 的 那些 力 称 为 主动 力 。 约 束 反作用 力 通常 作用 在 质点 和 曲线 或 曲面 的 接触 点 
上 。 在 无 摩擦 的 情况 下 ， 它 沿 着 曲线 或 曲面 的 法 线 ， 而 在 有 摩擦 的 情况 下 ， 则 和 
法 线 成 一 定 角度 的 倾斜 。 如 令 代表 主动 力 ，R 代表 约束 反作用 力 ， 则 质点 的 
微分 运动 方程 为 

m d= P(r,i,t)+R (2.1.1) 
约束 反作用 力 一 般 都 是 未 知 的 。 除 了 某 些 特殊 情况 ， 通 常 要 得 到 约束 力 的 显 式 是 
很 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 。 牛 顿 力 学 不 能 给 出 一 套 处 理 这 种 问题 的 一 般 而 且 有 
效 的 方法 。18 一 19 世纪 ， 随 着 工业 革命 的 迅速 发 展 ， 在 工程 技术 上 追 切 需要 解 
决 的 又 正 是 这 一 类 问题 ， 因 此 ， 迫 切 需要 寻求 另外 的 力学 方法 。 

此 外 ， 在 自然 界 中 ， 力 学 现象 与 非 力学 现象 例如 电学 、 光 学 、 波 动力 学 及 
场 的 动力 学 等 ) 在 运动 规律 上 都 有 内 在 联系 。 由 于 表达 方法 的 不 同 ， 在 显现 它们 
之 间 的 联系 时 ， 就 有 难 易 之 分 。 牛 顿 力学 作为 经 典 力学 的 一 种 表述 形式 ， 虽 然 概 
括 了 经 典 力学 的 现象 ， 但 在 当时 的 历史 条 件 下 ， 不 可 能 过 多 考虑 到 力学 现象 与 非 


2.2 非 自由 质点 系 和 约束 ，95 ， 


力学 现象 之 间 的 联系 。 因 此 ， 从 整个 物理 学 的 高 度 看 ， 这 种 表述 具有 相当 的 局 限 
性 。 

由 于 上 述 的 诸多 原因 ， 很 自然 地 就 会 促使 人 们 探究 力学 的 其 他 表述 形式 。 
1788 年 ， 拉 格 朗 日 的 巨著 《分 析 力 学 》 问 世 ， 标 志 着 分 析 力学 的 建立 @。 在 这 本 
著作 中 ， 完 全 用 数学 分 析 的 方法 来 解决 所 有 的 力学 问题 ， 而 无 需 借助 以 往常 用 的 
几何 方法 ， 全 书 一 张 图 也 没有 。 在 此 基础 上 ， 加 上 许多 著名 数学 家 和 物理 学 家 的 
努力 ， 逐 渐 发 展 为 一 系列 处 理 力 学 问题 的 新 方法 。 在 这 种 表述 形式 中 ， 放 弃 了 以 
牛顿 定律 作为 力学 的 基本 原理 ， 从 而 也 放弃 了 把 单个 粒子 的 质量 、 加 速度 和 所 受 
力作 为 力学 中 最 基本 的 物理 量 ， 以 及 与 此 有 关 的 三 维 空间 中 矢量 方法 ， 同 时 也 放 
弃 了 把 整个 系统 分 解 为 单个 粒子 逐一 相 加 的 研究 方法 。 新 的 表述 形式 把 整个 系统 
看 作 统 一 的 对 象 ， 并 用 统一 的 方法 加 以 研究 ， 采 用 了 整个 物理 学 中 所 共有 的 基本 
物理 量 一 一 能 量 或 功 一 一 作为 力学 本 身 的 基本 物理 量 ， 并 以 此 为 根据 ,建立 描述 
运动 的 基本 方法 。 这 种 表述 广泛 采用 广义 坐标 (及 其 广义 速度 或 广义 动量 ) 来 描 
述 系统 的 运动 状态 。 力 学 的 这 种 表述 形式 称 为 分 析 力 学 。 对 分 析 力 学 作出 重要 贡 
献 的 有 拉 格 朗 日 、 哈 密 顿 、 庞 加 菜 和 李 雅 普 庶 夫 等 。 由 于 分 析 力 学 所 注重 的 不 是 
力 和 加 速度 ， 而 是 具有 更 广泛 意义 的 能 量 ， 同 时 又 扩大 了 坐标 的 概念 ， 因 而 使 这 
种 方法 和 结论 更 便于 推广 到 场 现 象 和 物理 学 的 其 他 领域 (如 量子 力学 、 电 动力 
学 、 统 计 力 学 、 天 体力 学 等 )， 在 理论 上 有 着 更 重要 的 意义 。 

分 析 力 学 是 经 典 力学 的 基石 之 一 ， 是 近代 物理 学 发 展 的 扶梯 。 同 时 ， 分 析 力 
学 又 是 许多 科学 理论 的 发 祥 地 和 应 用 对 象 。 很 难 指 出 物理 数学 科技 的 其 他 领域 能 
够 像 分 析 力学 这 样 把 抽象 的 数学 研究 与 具体 的 物理 内 容 如 此 深刻 地 结合 起 来 。 分 
析 力 学 不 仅 是 自然 和 技术 的 最 复杂 、 多 方面 问题 科学 研究 的 精美 工具 ， 而 且 运 动 
规律 的 独特 表达 形式 远 远 超出 了 经 典 力学 的 限制 。 
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力学 中 很 多 问题 (例如 第 一 章 研究 过 的 那些 问题 都 归结 为 解 运动 方程 
2 
ma SE = Fr ra ry D1 v2 7 bys) (a=1,2,.…,N) 
(2.2.1) 
这 里 力 看 作 是 质点 位 置 、 速 度 以 及 时 间 的 已 知 函 数 〈 以 后 我 们 把 这 种 力 简称 为 主 
动力 或 给 定 的 力 ); 而 且 初 始 条 件 可 以 任意 给 定 ， 即 对 初始 条 件 不 加 任何 限制 。 


QD 分 析 力学 中 某 些 原理 和 方法 的 提出 比 拉 格 朗 日 《分 析 力学 》 一 书 的 问世 还 要 早 ， 例 如 最 小 作用 量 
原理 就 是 莫 培 督 在 1774 年 提出 的 。 
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但 是 ， 在 力学 中 还 有 另 一 类 问题 ， 在 这 类 问题 中 ， 所 要 研究 的 力 除 了 给 定 的 
力 以 外 ， 还 有 一 些 力 是 质点 的 位 置 、 速 度 以 及 时 间 的 未 知 函 数 。 

众所周知 ， 一 群 质点 的 集合 ， 如 果 其 中 有 相互 作用 ， 以 致 其 中 每 一 质点 的 运 
动 都 与 其 他 质点 的 位 置 和 运动 有 关 ， 则 称 这 种 质点 的 集合 为 质点 系 。 而 限制 质点 
系 中 各 质点 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 的 条 件 称 为 约束 。 约 束 可 以 通过 场 力 、 物 体 间 
的 接触 或 通过 物体 各 部 分 之 间 的 内 力作 用 来 实现 。 实 现 约束 的 常见 手段 有 各 种 物 
体 的 表面 、 杆 件 、 柔 索 等 。 不 受 约束 ， 可 完全 任意 运动 的 质点 系 ， 称 为 自由 质点 
系 。 如 果 忽 略 其 他 天 体 对 太阳 系 的 作用 ， 把 行星 看 作 质点 ， 则 太阳 系 就 是 一 个 自 
由 质点 系 。 与 此 相反 ， 受 有 约束 而 不 能 任意 运动 的 质点 系 ， 称 为 非 自 由 质点 系 。 
刚体 就 是 其 中 任意 两 点 之 间 的 距离 保持 不 变 ， 从 而 维持 整个 刚体 形状 不 变 的 非 自 
由 质点 系 。 工 程 中 所 有 的 机 器 和 机 构 都 是 非 自由 质点 系 。 

自由 质点 系 在 主动 力作 用 下 可 能 在 空间 任意 运动 。 在 同样 主动 力 的 作用 下 ， 
非 自 由 质点 系 与 自由 质点 系 相 比较 ， 加 在 系统 质点 上 的 约束 在 某 种 程度 上 限制 了 
系统 的 可 能 运动 ， 约 束 是 事先 加 上 的 限制 ， 因 此 当 系 统 运动 时 ， 不 论 作 用 在 其 上 
的 力 和 运动 的 初始 条 件 如 何 ， 这 些 限 制 都 必须 得 到 满足 。 

在 一 般 情况 下 ， 约束 就 是 对 力学 系统 中 各 个 质点 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 所 加 
的 限制 ， 而 这 些 限制 并 不 能 从 运动 方程 推出 。 约 束 可 以 解析 地 表示 成 约束 方程 ， 
即 表示 成 各 质点 的 位 和 撩 、 速 度 和 加 速度 之 间 的 关系 式 。 约 束 物 作用 在 系统 中 各 质 
点 上 的 力 称 为 约束 反作用 力 ， 常 简称 为 约束 反 力 。 

根据 约束 对 质点 或 质点 系 运 动 的 限制 条 件 的 性 质 不 同 ， 约 束 可 以 分 为 以 下 几 
种 形式 : 完整 约束 和 不 完整 约束 ， 单 面 约束 和 双 面 约束 ， 稳 定 约束 和 不 稳定 约 
束 。 

所 谓 完整 〈 或 可 积 ) 约束 ， 就 是 这 种 约束 的 约束 方程 总 可 以 化 为 以 下 形式 的 
方程 

f(risr2,", rN,t)=0 (2.2.2) 

其 中 ，f 仅 是 各 质点 的 坐标 及 时 间 的 函数 。 这 种 约束 不 仅 限制 了 系统 各 质点 的 位 
置 ， 而 且 限 制 了 各 质点 的 速度 和 加 速度 。 实 际 上 ， 将 式 (2.2.2) 对 时 间 求 微 商 ， 
我 们 就 可 以 得 到 完整 约束 对 质点 速度 的 限制 


尽 3 
$= DD t= (2.2.3) 
再 将 式 2.3.3) 对 时 间 求 微 商 ， 就 得 到 对 质点 加 速度 的 限制 
df_v [dr d 3f 
Dat SYD tL 0 002.2.4) 


完整 约束 的 特征 是 ， 对 质点 加 速度 的 限制 可 以 化 为 仅仅 是 对 质点 位 置 的 限制 。 换 
句 话 说， 给 定 的 式 (2.2.3) 和 (2.2.4) 是 可 积 的 。 


2.2 非 自由 质点 系 和 约束 '，97 ， 


完整 约束 又 称 几 何 约束 。 它 的 约束 方程 表现 为 坐标 和 时 间 的 函数 ， 如 前 述 方 
程 (2.2.2) 的 形式 。 当 然 它 涵盖 了 约束 方程 只 表现 为 坐标 函数 的 情况 ， 如 
flrisr2,", rN)=0 (2.2.5) 
的 形式 ， 也 是 几何 约束 。 
完整 约束 最 明显 的 例子 是 质点 被 约束 在 某 条 曲线 或 曲面 上 的 运动 的 情况 ， 这 
时 的 约束 方程 是 确定 曲线 或 曲面 的 方程 。 
完整 约束 的 最 简单 的 例子 也 许 是 刚体 ， 这 时 约束 方程 的 形式 是 
(ra— re) — cs=0 
再 如 ， 设 想 一 质点 被 约束 在 一 刚性 水 平面 上 运动 ， 此 面 又 沿 垂直 方向 以 常 速 
2# 移动 ， 取 Oz 轴 沿 铅 垂 线 方向 ， 向 上 为 正 ， 于 是 可 以 写 出 约束 方程 
f=z—ut=0 
显然 可 见 ， 此 约束 是 完整 约束 ， 对 质点 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 所 加 的 限制 是 
z= ut, 之 一 2， 之 三 (0 
如 果 约 束 方程 不 仅 为 坐标 的 函数 ， 而 且 表 现 为 速度 的 函数 ， 例 如 
flrisr2as srNs rs rT2, ,TN,t)=0 (2.2.6) 
称 为 微分 约束 ， 其 含义 是 显而易见 的 ， 因 为 约束 方程 中 除 含有 坐标 本 身 以 外 ， 还 
有 坐标 的 微分 。 微 分 约束 也 称 运动 约束 。 
微分 约束 有 时 经 过 积分 后 可 变 为 几何 约束 。 倘 若 它 是 不 可 积 的 ， 即 式 
(2.2.6) 的 左边 不 是 一 个 全 微分 ， 就 称 其 为 不 完整 约束 。 不 完整 约束 是 指 这 样 一 
种 约束 ， 它 们 的 方程 不 能 化 为 仅仅 含有 质点 坐标 和 时 间 的 方程 。 在 不 完整 约束 
中 ， 最 熟悉 的 是 以 下 形式 的 不 可 积 约 束 


bv)+adq=0 (2.2.7) 


也 就 是 约束 方程 是 速度 的 线性 一 次 方程 ， 式 中 b, 和 4 可 能 与 各 个 质点 的 位 置 和 
时 间 有 关 ， 人 多 如 一 般 说 来 ， 对 沿 着 粗糙 表面 滚动 的 小 球 所 施加 约束 就 是 不 完整 约 
束 。 另 外 ， 有 关 各 种 物体 的 最 佳 轨道 问题 是 一 种 很 有 实际 意义 的 不 完整 约束 问 
题 。 气 体 容器 壁 也 是 一 种 不 完整 约束 。 

今后 我 们 将 主要 研究 完整 约束 ， 因 为 不 完整 约束 系统 的 运动 问题 ， 通 常 在 数 
学 上 是 很 繁 难 的 ， 而 且 在 现代 物理 学 应 用 中 遇 到 不 完整 约束 的 问题 也 较 少 。 

如 果 约 束 中 不 显 含 时 间 ， 那 么 这 种 约束 称 为 稳定 约束 。 反 之 ， 如 果 约 束 是 时 
间 的 函数 ， 则 约束 方程 就 显 含 时 间 ， 那 么 这 种 约束 称 为 不 稳定 约束 。 

例如 ， 当 一 质点 和 长 为 1 的 刚性 杆 相 连 时 ， 如 刚性 杆 的 上 端 固定 不 动 ， 取 此 
点 为 坐标 原点 ， 则 约束 方程 是 

x2+ y+ z= 72 


这 就 是 稳定 约束 。 如 杆 的 上 端 沿 水 平 直线 以 匀速 。 运动 ， 并 取 该 直线 上 某 定点 为 
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坐标 原点 ， 则 约束 方程 将 是 
(rT-ct) + y+z=12 
这 就 是 不 稳定 约束 。 
约束 又 可 分 为 单 面 约束 与 双 面 约束 。 质 点 始终 不 能 脱离 的 那 种 约束 ， 叫 双 面 
约束 ， 又 称 不 可 解约 束 。 例 如 ， 质 点 被 约束 在 曲面 
f(r,y,z)=0 或 f(x,y,z,t)=0 
上 ， 并且 始终 不 能 脱离 这 个 曲面 ， 那 么 这 种 约束 就 是 双 面 约束 。 如 果 质 点 虽然 被 
约束 在 某 一 曲面 上 ,但 在 某 一 方面 可 以 脱离 ， 这 种 约束 就 叫 单 面 约 束 ， 也 称 可 解 
约束 。 例 如 ， 在 有 下 列 约束 时 
f(x,y,z)Ee 
质点 可 以 在 曲面 FLz,y,z) = c 上 ， 也 可 以 在 f(z,y,z) < ec 的 方向 上 离开 这 一 
曲面 。 因 此 ， 双 面 约束 以 等 式 表示 ， 而 单 面 约束 以 不 等 式 表 示 。 
例如 ， 当 质点 被 一 柔 索 连 在 一 个 定点 O 上 而 做 任意 运动 时 ， 所 受 的 约束 是 
单 面 约 束 。 因 为 这 时 质点 只 被 限制 不 能 离开 定点 O 超过 1 的 位 置 ， 但 可 以 往 里 
面 运动 ， 使 距离 小 于 i。 车 取 定点 O 为 坐标 原点 ， 虽 约束 方程 是 
z+ y+ e272 
如 果 质 点 是 用 刚性 村 和 定点 O 相连 ， 则 质点 所 受 的 约束 是 不 可 解约 束 ， 约 
束 方程 将 是 
x2+ y+ 22=72 
除了 前 面 所 讲 那 种 不 完整 约束 外 ， 不 能 用 等 式 表示 的 单 面 约 束 是 另 一 种 不 完 
整 约束 。 除 了 这 两 种 约束 而 外 ， 其 他 约束 都 是 完整 约束 。 
凡 只 受 有 完整 约束 的 力学 系统 叫 完整 系 。 同 时 受 有 完整 约 东 与 不 完整 约束 的 
力学 系统 ， 或 只 受 有 不 完整 约束 的 力学 系统 ， 都 叫 不 完整 系 。 
引入 约束 和 约束 反 力 概 念 ， 使 我 们 可 以 把 受 有 完整 约束 的 包含 N 个 非 自 由 
质点 的 系统 的 力学 基本 问题 ， 化 为 根据 已 知 的 力 F，(a =1，2，…，N) 和 已 知 
的 上 个 完整 约束 方程 来 求解 质点 系 的 运动 规律 和 约束 反 力 的 问题 。 而 这 一 问题 
又 归结 为 ， 在 给 出 符合 约束 方程 的 初始 条 件 下 ， 联 立 求解 运动 方程 和 约束 方程 的 
问题 ， 即 联 立 求解 


2 
ms TERtR, (ae=1, 2,., N) 
(2.2.8) 
fulris*,rnst)=0 (4 = 1,2,.…,k) 


方程 组 (2.2.8) 是 3N +& 个 标量 方程 ， 并 含有 6N 个 未 知 数 「 指 各 个 位 矢 六 
和 约束 反 力 R。(t) (ac=1，2，…，N) 在 坐标 轴 上 的 投影 ]， 其 中 最 有 意义 的 
是 约束 数 E<3N,， 那 么 只 有 当 质点 位 置 和 约束 反 力 之 间 的 6N - (3N +&) = 
3N 一 个 的 关系 已 知 时 ， 我 们 所 研究 的 问题 才 是 确定 的 。 


2.3 广义 坐标 .99， 


2.3 广义 坐标 


一 个 质点 在 空间 的 位 置 由 其 位 和 撩 r 确定。 为 了 确定 N 个 质点 组 成 的 系统 在 
空间 的 位 置 ， 应 给 定 N 个 位 矢 ， 即 3N 个 坐标 。 一 般 把 能 够 单 值 确定 一 个 系统 
的 位 置 所 必须 给 出 的 独立 量 的 数目 ， 叫 做 系统 自由 度 的 数目 ， 在 上 述 情况 下 ， 自 
由 度 的 数目 等 于 3N。 在 力学 系统 只 受 几 何 约束 的 情形 下 ， 独 立 坐 标的 数目 就 是 
系统 自由 度 的 数目 。 但 对 微分 约束 而 言 ， 自 由 度 的 数目 则 可 能 小 于 独立 坐标 的 数 
目 。 我 们 主要 研究 几何 约束 的 情况 。 

对 于 NN 个 质点 所 组 成 的 力学 系统 ， 如 果 有 个 几何 约束 


flrisrar sras rN;t) (p=1,2,.…,k) (2.3.1) 
为 书写 方便 ， 上 式 经 常 简写 为 
f(r,t)=0 (4=1,2,.…,k) (2.3.2) 
于 是 ， 独 立 坐 标的 数目 就 减少 为 3N -个 。 则 自由 度数 
s=3N~-—k (2.3.3) 


这 些 独立 量 不 一 定 是 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 有 时 选择 某 一 种 其 他 坐标 可 能 会 更 加 方 
便 。 于 是 ， 人 们 便 提出 了 广义 坐标 的 概念 。 足 以 描述 (具有 * 个 自由 度 的 ) 系统 
位 置 的 任意 量 g1/，gq2，…，g; 叫 该 系统 的 广义 坐标 ， 而 其 对 时 间 的 微 商 g1， 
22，…，4% ， 则 是 其 广义 速度 。 
这 里 “坐标 ”一 词 的 含义 已 超出 几何 学 的 范畴 ， 它 的 真正 含义 就 是 “独立 参 
量 "。 在 力学 中 ,广义 坐标 概括 了 各 式 各 样 的 “坐标 "， 它 可 以 是 线 量 ， 也 可 以 是 
角 量 或 其 他 物理 量 ， 如 面积 、 体 积 、 电 极 化 强度 、 磁 化 强度 等 等 。 相 应 地 ， 广 义 
速度 既 可 以 是 线 速度 ， 也 可 以 是 角速度 ,或 者 其 他 物理 量 对 时 间 的 变化 等 。 所 谓 
系统 的 位 置 ， 同 样 也 超出 几何 的 范畴 ， 而 是 泛 指 系统 的 某 种 状态 。 
选取 广义 坐标 要 满足 两 个 要 求 : 第 一 ， 所 有 质点 的 位 矢 在 每 一 时 刻 都 可 以 表 
示 成 广义 坐标 g 的 函数 ， 即 
ra=ra(g,t) (2.3.4) 
式 中 ，g 是 g1，q2，…，g; 的 缩写 。 这 些 函 数 还 应 该 是 单 值 连续 的 ， 一 般 地 还 
显 含 时 间 。 第 二 ， 对 所 有 的 9 值 ， 约 东方 程 (2.3.2) 都 应 满足 ， 即 将 函数 
(2.3.4) 代 人 方程 (2.3.2) 能 得 到 一 组 不 个 方程 
fulra(qgst),t]=0 (p=1,2,.…,k) (2.3.5) 
为 了 描述 一 个 系统 ， 广 义 坐 标的 选择 并 不 是 唯一 的 。 一 般 地 说 ， 有 许多 组 广 
义 坐 标 〈 事 实 上 数目 是 无 限 多 !) 都 可 以 完全 确定 一 个 给 定 系统 的 状态 。 因 此 在 
选取 广义 坐标 时 ， 需 根据 具体 问题 ， 选 以 能 够 突出 其 性 质 ， 并 且 在 形式 上 最 简 
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单 。 一 组 特定 的 广义 坐标 “合适 ”与 否 的 最 终 检验 是 看 得 出 的 运动 方程 是 否 足 够 
简单 ， 从 而 可 做 直截了当 的 解释 。 可 惜 ， 还 没有 一 个 普遍 的 规律 可 循 能 够 说 明 如 
何 对 一 个 给 定 的 问题 选择 一 组 “最 合适 ”的 广义 坐标 ; 一 定 程度 的 技巧 还 须 通 过 
例题 去 体会 ， 通 过 多 做 练习 积累 经 验 来 培养 。 

我 们 也 可 以 借用 几何 表示 法 讨论 力学 系统 的 运动 状态 。 众 所 周知 ， 三 维 空间 
中 的 一 个 点 可 以 由 三 个 笛 卡 儿 坐 标 z1 ，zz，xz3 来 确定 。 与 此 类 比 ， 我 们 可 以 把 
s 个 广义 坐标 g 所 确定 的 s 维 空间 叫做 位 形 空间 。 把 整个 质点 系 代 之 一 * 维 空间 
一 个 特定 的 “位 形 点 "， 或 者 简称 为 “点 ”， 而 位 形 点 的 运动 就 代表 整个 质点 系 的 
运动 。 位 形 点 在 位 形 空间 中 的 “路 径 ” 称 为 位 轨 线 。 

如 果 考 虑 到 联系 直角 坐标 和 广义 坐标 的 方程 中 含有 时 间 的 可 能 性 ， 则 变换 方 
程 组 由 下 式 给 出 


Xa,j = Xa,j(q1,92,°"", Gi," , Gs»t) 


= zo,j(q,z) (a=1,2,°, N;i=1,2,.…,s;j=1,2,3) (2.3.6) 
一 般 来 说 ， 速 度 的 直角 坐标 分 量 依赖 于 广义 坐标 、 广 义 速度 和 时 间 
Xa,j = Xo,j(q,d,t) (2.3.7) 
还 可 以 写 出 逆 变 换 如 下 
qi = qi(xa,j,t) (i=1,2,…,s;j=1,2,3) (2.3.8) 
qi= qi(xa,j, Xa,;, t) (i=1,2,.…,s;j=1,2,3) (2.3.9) 
另外 ， 还 有 &=3N-s 个 以 下 形式 的 约束 方程 
f=fxajst) (p=1,2…,k) (2.3.10) 


2.4 变 分 法 


2.4.1 变 分 法 的 基本 问题 


变 分 法 在 物理 学 中 颇 为 重要 ， 尤 其 在 场 现象 的 理论 中 显得 更 为 突出 。 尽 管 这 
一 课题 已 属 后 继 课程 的 内 容 ， 但 是 为 了 更 加 广泛 地 讨论 动力 学 ， 现 阶段 打下 基础 
还 是 十 分 必要 的 。 

变 分 法 的 基本 问题 是 要 确定 函数 y(z) ， 从 而 使 积分 


= | fly),y Cr), zldz (2.4.1) 
具有 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 。 物 理 上 的 问题 几乎 都 是 极 小 值 )。 式 中 y (x) 二 
d 
了 ,y(z) 称 为 应 变量 。 由 于 量 依赖 于 应 变量 y(x) 的 函数 形式 ， 称 为 泛 函 。 泛 
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函 卫视 为 已 知 且 积分 限 是 固定 的 中 ;而 函数 >(z) 则 要 加 以 改变 ， 直 到 J 获得 极 
值 。 这 在 物理 上 相当 于 我 们 要 找 一 条 特殊 的 路 径 ， 这 条 路 径 就 是 物理 运动 真实 路 
径 。 

函数 y(z) 给 出 积分 J 一 个 极 小 值 的 含义 是 什么 ? 这 就 是 说 ， 任 何 邻 域 函 
数 ， 无 论 怎么 接近 y(z) ， 都 必须 使 / 的 值 增加 。 所 谓 邻 域 曙 数 可 以 这 样 定义 ; 
我 们 给 出 所 有 可 能 的 函数 y 一 个 参数 表达 式 


3y=y(a;z) (2.4.2) 
使 得 当 ec =0 时 
y=y(0,z)=y(z) (2.4.3) 
就 是 使 了 具有 极 值 的 函数 。 于 是 可 以 看 出 | 
y(a,r)=y(0,7)+ay(z) (2.4.4) 


式 中 , 7(z) 为 某 一 辅助 函数 ， 它 在 z= zi 和 工 = zx 处 为 零 ( 见 图 2.1)， 这 是 因 
为 在 路 径 的 端点 参 变 函数 y(a,z) 必须 与 y(z) 恒 等 ， 所 以 Wu) = We) = 0。 
y (a，xz) 表 示 用 无 限 小 参量 a 标记 的 某 组 特定 的 相 邻 路 径 ， 而 (0，z) 表 示 真 
实 路 径 。 为 简单 起 见 ， 假 定 真实 路 径 >(z) 和 辅助 函数 7(z) 都 是 良性 函数 
在 zl 和 z2 之 间 是 连续 和 非 奇 异 的 ， 并 在 这 相同 的 区 间 内 有 连续 的 一 阶 和 二 阶 
微 商 。 对 于 式 (2.4.4) 给 出 的 那 种 类 型 的 函数 ， 积 分 ] 也 就 成 为 参数 a 的 函数 


极 值 路 径 


YCx)+Om x) 


变 分 路 径 FF OMX) 


Xl XxX» Xx 


图 2.1 极 值 路 径 示 意图 


Q 积分 限 并 不 必须 视 为 固定 的 。 如 果 它 们 可 以 变 ， 问 题 就 扩大 为 不 仅 找 y(x) ， 而 且 还 要 找 Zz1 和 和 
Xx2 ， 以 使 了 为 极 值 。 
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J (a) = fly (ax),zldr (2.4.5) 


该 积分 具有 极 值 的 条 件 就 是 的 一 阶 微 商 不 依赖 于 a， 或 者 对 于 所 有 的 函数 
7(z) 均 有 


J -0 (2.4.6) 


9a a=0 
这 仪 是 必要 条 件 。 充 分 条 件 十 分 复杂 ， 我 们 在 此 不 拟 讨论 ,读者 欲 知 其 详 ， 可 参 
考 变 分 法 教程 。 
2.4.2 欧 拉 ~ 拉 格 朗 日 方程 


采用 常用 的 积分 号 下 微分 法 ， 对 式 (2.4.5) 求 偏 微 商 ， 由 于 积分 限 是 固定 
的 ， 微 分 运算 仅 影响 被 积 函 数 

9 _ 3 人 

aa 9a Zl 
7 9 / 


- [*/9f 9y 2 
-2 站 +) (2.4.7) 


yy dz 


由 式 (2.4.4) 可 得 


9 
3 =7(7) 
(2.4.8) 


ay _ 99y_ 99y_ 3 (z)=d2(z) 
ga 9a8r 9zau az7 ™ dz 


于 是 式 (2.4.7) 变 为 
2 [| ?7 93f dy(z) 
Fo = 3 (xz)+ 3y dx |az (2.4.9) 
大 家 知道 ， 分 部 积分 的 法 则 是 
| wd = wv -Jvdu 
式 (2.4.9) 的 第 二 项 可 以 用 分 部 积分 法 积 出 


= 9f dn(z) 31 ”_[™d/3f 
三 ay dz f= ay (7) 1 Tl dz 区 jx 


因为 7(zi) = 7(z2) ， 所 以 上 式 中 积 出 的 项 为 零 ， 所 以 
"La (¥ 


zi9y dz J dr\9y’ 


jr)az . (2.4.10) 
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于 是 ， 式 (2.4.7) 变 为 


i 
一 | 所 2 jyz)dz (2.4.11) 


式 (2.4.11) 的 积分 现在 看 起 来 不 依赖 于 a ,然而 ,上 对 其 取 偏 微 商 的 函数 > 和 >y 都 
仍 是 a 的 函数 。 不 过 当 a=0 时 , y(ae,z) = y(0,z) = y(z) , 即 不 再 依赖 于 u。 


由 式 (2.4.6) 知 ， 噶 | 必须 为 零 ， 并 且 由 于 1(z) 是 一 任意 本 数 (在 上 
Qla=0 


面 所 说 的 条 件 下 )， 所 以 ， 当 参数 a=0 时 ， 被 积 函数 自身 必 为 零 ， 从 而 得 到 
of of 
Oy dzay- 
这 里 ，y 和 yy 是 原来 的 函数 ， 与 参数 a 无关。 这 个 结果 就 是 数学 上 著名 的 欧 拉 方 
程 。 这 个 方程 用 于 物理 系统 时 ， 称 为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 。 它 是 泛 画 数 积分 式 
(2.4.1) 取 极 值 的 必要 条 件 。 


2.4.3 多 应 变量 泛 顶 
前 面 讨论 了 三 仅 为 单 应 变量 y(z) 的 泛 函 的 情形 ， 在 力学 中 遇 到 的 更 普遍 情 


(2.4.12) 


形 是 /为 多 应 变量 的 泛 函 
F= Fly(z) yx) yr), yx) ,zt (2.4.13a) 
或 简单 写 为 
f=fiy(r), yi(r), zl (i=1,2,.…,n) (2.4.13b) 
类 似 于 式 (2.4.4)， 可 以 写 出 
(asz)=y(0z)+a7( 工 ) (2.4.14) 
用 完全 类 似 的 步骤 可 得 
2 一 [> 区 一 在 于 W(x)dz (2.4.15) 


由 于 各 个 变 分 都 是 独立 的 ， 即 所 有 的 w(x) 都 是 线性 无 关 的 ， 要 求 方程 
(2.4.14) 在 a=0 时 为 零 ， 就 是 要 求 括号 中 的 每 个 式 子 分 别 为 零 ， 即 
of qd of 
9y; dx ay’ 
方程 (2.4.16) 就 是 多 应 变量 的 欧 拉 方程 ， 或 者 说 是 多 应 变量 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 
方程 。 


=0 (i1=1,2,.…,n) (2.4.16) 
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2.4.4 变 分 记号 


在 应 用 变 分 法 的 分 析 中 ， 常 用 一 个 简便 的 符号 8 来 表示 变 分 。 下 面 我 们 就 是 
讨论 这 个 记号 是 如 何 引 入 的 。 


式 (2.4.11) 为 
a] 让 (¥ d > 
au 加 ay dz 9y /oau 
上 式 可 以 写作 
9J /9f d 9f 9y 
da =| (7 生字 )PPaedz (2.4.17) 
若 引 入 记号 
9 
da=8] 
了 (2.4.18) 
元 da=ay 
则 式 (2.4.17) 可 以 表示 为 
2 of d of 
Y= (5 dz 2 jee 4) 


于 是 ， 极 值 条 件 变 为 
8] = ”7ly(z),y(Cz),zldz =0 (2.4.20) 


下 面 我 们 直接 用 变 分 法 推导 欧 拉 方程 。 在 推导 之 前 ， 我 们 先 来 证 明 变 分 运算 
和 微分 运算 之 间 的 一 个 重要 关系 。 
假设 自 变量 z 经 一 微 变化 ， 改 变 为 
工 二 之 十 8 (2.4.21) 
相应 地 ， 聘 数 y 改变 为 
y=y+6y (2.4.22) 
也 是 微 变化 。 为 了 避免 与 用 撤 表 示 对 z 求 微 商 相 混淆 ， 这 里 用 在 字母 上 画 - 一 横 
表示 变化 了 的 量 ， 对 式 (2.4.22) 求 微 商 得 


y=y + (8y) (2.4.23) 
从 男 一 方面 看 ， 在 自 变量 z 经 一 微 变化 时 ， 导 函数 y 的 变化 也 是 微 变化 ， 即 
y=y +ay =y +a(Y) (2.4.24) 


将 式 (2.4.23) 与 (2.4.24) 比较 可 得 
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(= (dy y) (2.4.25) 


上 式 表 明 ， 变 分 和 微 商 运算 次 序 可 以 交换 。 

变 分 运算 的 许多 法 则 都 和 微分 相同 ， 例 如 
SA+B)=6A+6B 
5(AB)= AS8B + B85A 
;人 ) _ B83A 438 

现在 我 们 根据 用 变 分 符号 写 出 的 极 值 条 件 式 (2.4.20) 推导 欧 拉 方 程 。 我 们 

把 式 (2.4.20) 中 的 变 分 符号 8 移入 积分 号 内 (因为 已 经 假定 积分 限 并 不 受 变 分 
的 影响 )。 得 到 


(2.4.26) 


|? z /9f 9f ，, 
SJ = [apaz 二 站 十 ay > ja (2.4.27) 
由 式 (2.4.25) 知 
(fd 了 
Sy = i 人 全)= dz dy) 
所 以 
/9f 9f d 
SJ = | (5 十 ay Ey ja (2.4.28) 
和 前 面 的 做 法 一 样 ， 对 上 式 的 第 二 项 分 部 积分 
了 d _ 6f 2 [zd /39f _ [fd /9f 
yy drydr = dy -By n Es ;jaydz -上 (22 eye 


(2.4.29) 
在 上 式 的 推导 中 用 到 了 在 zi 和 xs 点 8y =0 的 基本 假设 。 于 是 式 (2.4.28) 变 
为 


9 
3] = (2 3 jd (2.4.30) 


由 于 变 分 6y 是 任意 的 ， 极 值 条 件 5 =0 即 要 求 被 积 函 数 为 零 ， 从 而 导出 欧 拉 方 
程 (2.4.12)。 
2.4.5 实例 


现在 我 们 应 用 欧 拉 方 程 (2.4.12) 来 处 理 几 个 经 典范 例 。 
1. 平面 上 两 点 间 的 最 短 距 离 
平面 上 的 弧 元 长 度 为 


ds=vV dx: + dy (1) 
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P1，Pz 两 点 间 任 一 曲线 的 总 长 度 为 


1= a = 1+ (YE) a (2) 


要 求 曲 线 是 一 最 短路 径 的 条 件 是 /为 一 极 小 值 。 这 是 式 (2.4.1) 所 示 极 值 问题 
的 一 个 例子 ， 这 里 的 函数 


f=vV1+t+y”? (3) 
求 出 该 函数 对 y 和 y 的 偏 微 商 
fg Ay 
ay 9y Viry? 
将 上 二 式 代 入 式 (2.4.12) 即 得 
dy -0 
dT 
或 者 
y 
Vi | 
式 中 ，c 为 一 常数 。 要 这 个 解 能 适用 ， 必 须 有 
y =a (5) 
式 中 ，a 是 一 常数 ， 它 与 c 的 关系 为 
Cc 
oir (6) 
显然 , 式 (5) 就 是 直线 方程 
y=azxzt+6b (7) 


式 中 ,5b 是 另 一 积分 常数 。 严 格 说 来 ， 我 们 仅仅 证 明了 这 条 直线 是 一 极 值 路 径 ， 
但 它 在 这 个 问题 中 显然 还 是 一 个 极 小 值 ，a 和 6 这 两 个 积分 常数 决定 于 曲线 通过 
两 个 端点 (zi1，y1) 和 (zx，2，y2) 的 条 件 。 

同样 ， 若 用 球面 上 位 置 的 角度 坐标 表示 球面 弧 长 ， 即 能 得 到 球面 上 两 点 间 的 
最 短 距离 。 一 般 地 讲 ， 任 意 两 点 之 间 沿 某 约束 面 的 最 短路 径 称 为 短程 线 。 

2. 最 速 路 径 

这 是 另 一 个 应 用 变 分 法 很 容易 求解 的 经 典 问题 。 考 虑 一 质点 在 恒定 力 场 中 由 
静止 开始 从 一 点 (zl1，y1) 运动 到 较 低 的 一 点 (zx;，y,)。 这 个 问题 是 要 找 出 一 
条 连接 两 点 的 曲线 ， 使 一 个 质点 在 重力 作用 下 ， 从 静止 开始 沿 这 曲线 由 较 高 点 移 
向 较 低 点 的 时 间 为 最 短 。 选 坐标 系 时 可 使 (zx1，y1) 位 于 原点 ， 并 且 让 力 场 沿 
工 轴 的 正方 向 ， 如 图 2.2 所 示 。 

由 于 作用 在 质点 上 的 力 是 恒 力 ， 如 果 忽 略 空 气 阻 力 ， 则 是 保守 场 ， 质 点 的 总 


(xy 


图 2.2 质点 的 最 速 落 径 


能 量 为 下 + U= 常 数 。 若 选 z=0 点 为 势能 的 零点 ， 即 U | ,-o=0， 则 由 于 质点 


从 静止 开始 下 沙 ， 所 以 了 + U =0。 动 能 为 全 = 考 mo?, 势能 为 U= -Fr = 
-mgz， 这 里 g 是 由 外 力 即 重力 引起 的 加 速度 。 因 此 ， 质 点 的 能 量 守恒 定律 可 表 
示 为 


1 2 
DF MV = magr 


由 此 得 
v= 287 (1) 
质点 从 原点 运动 到 (zz，yz) 所 需 的 时 间 为 
(zy19,) ds (z21%) (dr? + dy2)L2 
i i (2gz)L2 
_ (SE) (2) 


我 们 希望 运行 时 间 这 个 量 达 到 最 小 值 。 由 于 常数 2g 六 不 影响 最 后 的 方程 。 泛 
函 f 可 以 确定 为 


“2 \、1 /2 
f= 一 一) (3) 
af 
并 且 由 于 =0， 欧 拉 方程 成 为 
d 9f 
dz ay =0 
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于 = 常数 =(24)-17 (4) 
9y 
将 式 (3) 对 y 微 商 ， 并 将 所 得 结果 平方 得 
yy 工 
z(1+y) 2a (5) 
上 式 经 简单 的 运算 ， 可 化 成 如 下 的 形式 
d 
| Ga 5 (6) 
做 变量 变换 ， 引 入 参数 9 
X=a(l— cos0) (7) 
dz=asinbdb 
则 积分 变 为 
y= Jaa — cos0) db 
因而 
y=a(0—sing)+e (8) 
然而 ， 过 原点 的 旋 轮 线 的 参数 方程 为 
X=a(l— cos0) 
y=a(0— sing) (9) 


这 正 是 所 求 之 解 。 因 此 ， 积 分 常数 为 零 。 这 个 
路 径 如 图 2.3 所 示 。 常 数 a 的 值 应 使 旋 轮 线 通 
过 给 定点 (x2，y2)。 最 速 路 径 问 题 的 解 的 确 
给 出 了 质点 运行 时 间 最 短 的 路 径 。 

最 速 路 径 问题 是 数学 史上 重要 的 一 页 ， 正 
是 由 于 伯 努 利 对 这 个 问题 的 分 析 ， 才 使 得 变 分 
计算 得 以 正式 创立 。 


2.5 最 小 作用 量 原 理 


/A 
(x,, y2) 


图 2.3 旋 轮 线 


2.5.1 最 小 作用 量 原理 


力学 系统 运动 规律 的 最 一 般 的 形式 可 以 由 所 谓 最 小 作用 量 原理 (或 者 哈密 顿 
原理 ) 给 出 。 这 一 原理 在 理论 物理 的 其 他 部 分 也 有 着 广泛 的 应 用 。 根 据 这 一 原 
理 ， 每 一 力学 系统 由 一 定 的 函数 

L (gi, gq2, **, qs, qi, gq2, ***, gs, t) 


来 描述 其 特性 。 为 书写 方便 ， 经 常 简写 为 
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L (aq， 9， t) 
而 系统 的 运动 满足 下 面 所 述 的 条 件 。 假 定 在 1= 如 和 := zt, 的 时 刻 ， 系 统 占有 两 
个 确定 的 位 置 ， 这 两 个 位 置 分 别 由 两 组 坐标 9g 路 和 人 2 决定 。 这 时 ， 系 统 在 两 个 
位 置 之 间 按照 使 积 


S = | oa)dz (2.5.1) 
有 最 小 值 的 方式 运动 。 借 助 变 分 学 的 方法 ， 最 小 作用 量 原理 可 以 表述 为 
38S =8| L(g,g,t)dt =0 (2.5.2) 


函数 上 叫做 该 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ， 而 积分 式 (2.5.1) 则 叫做 作用 量 。 我 们 要 
特别 指出 ， 这 个 原理 的 变 分 表述 仅 要 求 S 是 极 值 ， 并 不 必须 是 极 小 值 ， 但 是 几 
乎 在 力学 的 所 有 重要 应 用 中 ， 都 得 到 极 小 的 条 件 。 

参照 2.4 节 的 讨论 ， 显 然 我 们 得 到 确定 积分 式 (2.5.1) 最 小 值 的 * 个 微分 
方程 


-了 =0 (=1,2 8) (2.5.3) 


这 就 是 要 找 的 微分 方程 ， 在 力学 里 它们 叫 拉 格 朗 日 方程 ， 更 确切 地 说 ， 叫 做 完整 
保守 系 拉 格 朗 日 方程 。 假 定 所 给 定 的 拉 格 朗 日 函数 已 经 知道 ， 则 方程 (2.5.3) 
确定 加 速度 、 速 度 和 坐标 间 的 关系 ， 也 就 是 说 ， 它 们 是 系统 的 运动 方程 。 

从 数学 观点 来 看 ,方程 (2.5.3) 是 组 成 个 未 知 数 g;(z) 的 s 个 二 阶 方程 的 
方程 组 。 这 个 方程 组 的 普遍 解 包含 2s 个 任意 常数 。 为 了 确定 这 些 常数 ， 从 而 完 
全 确定 力学 系统 的 运动 ， 还 必须 知道 描述 系统 在 某 一 给 定时 刻 状态 的 初始 条 件 ， 
例如 知道 所 有 坐标 和 速度 的 初 值 。 

拉 格 朗 日 函数 L(g ,gq ,zt) 仅仅 包含 g 和 9 ,而 不 包含 更 高 级 的 微 商 9 ,了 ，…， 
这 一 情况 说 明了 力学 状态 完全 由 给 定 的 坐标 与 速度 确定 。 这 正 是 在 前 面 已 经 提 到 
过 的 事实 。 


2.5.2 拉 格 朗 日 函数 的 可 加 性 


假定 力学 系统 由 A 和 B 两 部 分 组 成 ， 并 且 每 一 部 分 都 是 封闭 的 ， 因 而 分 别 
有 拉 格 朗 日 函数 LA 和 La。 这 时 在 极限 情形 下 ， 若 两 部 分 相距 很 远 ， 以 致 于 它们 
之 间 的 相互 作用 可 以 忽略 不 计时 ， 整 个 系统 的 拉 格 朗 日 函数 趋向 极限 


QD ”这样 表述 的 最 小 作用 量 原理 ， 对 于 全 部 运动 轨道 整体 来 说 ， 并 不 是 任何 时 候 都 是 正确 的 。 对 于 全 
部 轨道 ， 积 分 式 (2.5.1) 可 能 只 有 极 值 而 不 一 定 有 极 小 值 。 但 是 ， 这 一 情况 在 推导 运动 方程 时 并 无 多 大 
关系 ， 因 为 它 仅 仅 应 用 了 极 值 条 件 。 
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limL=La+Lsg (2.5.4) 
拉 格 朗 日 函数 的 可 加 性 本 身 表明 : 没有 相互 作用 的 诸 部 分 中 的 任 一 部 分 的 运动 方 
程 不 可 能 包含 属于 系统 另外 部 分 的 量 。 
显然 ,将 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 乘 上 一 个 任意 常数 并 不 会 在 运动 方程 上 反 
映 出 来 。 从 这 里 好 像 会 得 出 一 种 不 确定 性 ， 不 同 的 独立 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 
乘 上 任意 不 同 的 常数 。 可 加 性 消除 了 这 一 不 确定 性 ， 因 为 它 只 允许 对 所 有 系统 的 
拉 格 朗 日 函数 同时 乘 上 同一 常数 ， 而 这 不 过 是 归结 为 选择 这 一 物理 量度 量 单位 的 
任意 而 已 。 


2.5.3 拉 格 朗 日 函数 的 非 唯 一 性 


我 们 还 要 说 明 ， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 并 不 是 唯一 的 。 我 们 来 研究 两 个 函数 
L(g,9,t) 和 上 L(g,q,t)， 它 们 二 者 相差 任意 一 个 坐标 与 时 间 的 函数 f(g ,z) 对 
时 间 的 全 微 商 


A L(g,G0)=L(g,G,t) +t/f(g,7) (2.5.5) 
利用 这 两 个 函数 所 计算 出 来 的 积分 式 (2.5.1) 由 下 述 关系 联系 
S ”= | (gd nd 


= L(g,g, Dat] Lf(g, t)dt 


= S ee - oo 
也 就 是 说 ， 积 分 S 和 S 相差 一 附加 项 ， 当 对 附加 项 进行 变 分 运算 时 将 为 零 。 因 
此 ,条 件 8S =0 与 条 件 6S =0 一 致 ， 从 而 运动 方程 的 形式 并 不 改变 。 可 见 ， 确 
定 拉 格 朗 日 函数 的 准确 度 是 到 可 以 加 上 时 间 和 坐标 的 任意 数 的 全 微 商 。 这 个 结论 
很 重要 ， 在 许多 问题 的 分 析 中 都 会 用 到 的 。 


2.6 目 由 质点 的 拉 格 朗 日 函数 


大 家 知道 ， 惯 性 系统 是 这 样 的 系统 ， 相 对 于 它 来 说 ， 空 间 是 均匀 和 各 向 同性 
的 ， 而 时 间 也 是 均匀 的 。 关 于 在 惯性 系统 内 自由 运动 着 的 质点 的 拉 格 朗 日 函数 的 
形式 ， 从 惯性 系统 时 空 的 性 质 ， 立 刻 可 以 得 出 一 些 结论 。 空 间 和 有 时间 的 均匀 性 表 
明 ， 拉 格 朗 日 函数 既 不 能 显 含 质点 的 位 和 撩 +， 也 不 能 显 含 时 间 :， 也 就 是 说 ，L 

只 是 速度 的 函数 。 由 于 空间 的 各 向 同性 ， 拉 格 朗 日 函数 也 不 可 能 与 速度 矢量 b 
的 方向 有 关 。 因 此 ， 拉 格 朗 日 函数 仅仅 是 速度 绝对 值 的 函数 ， 即 速度 平方 v2 = 
v2 的 函数 


2.6 自由 质点 的 拉 格 朗 日 函数 ，111 . 


L=L(wv’) (2.6.1) 


由 于 拉 格 朗 日 函数 与 上 无 关 ， 从 而 有 
和 aL _ 


5r 一 0 


因此 ， 拉 格 朗 日 方程 有 如 下 形式 


由 此 得 5 = 常数 。 但 由 3 只 是 速度 平方 的 函数 ， 因 此 得 到 

b = const (2.6.2) 
可 见 ， 在 惯性 系 内 ， 一 切 自由 运动 都 以 大 小 和 方向 尼 不 变 的 速度 运动 。 特 别 值得 
注意 的 是 ， 惯 性 系 里 某 一 时 刻 静 止 的 自由 运动 将 永远 静止 。 这 就 构成 了 牛顿 第 一 
定律 的 内 容 。 

下 面 我 们 利用 伽利略 相对 性 原理 来 考察 相对 于 惯性 系统 自由 运动 的 质点 的 拉 
格 朗 日 函数 的 形式 。 假 定 惯性 坐标 系 K 以 无 限 小 的 速度 s 相对 于 惯性 坐标 系 KK” 
运动 ， 则 

广 一 六 十 8 (2.6.3) 
将 上 式 对 时 间 微 商 得 
v=v+g (2.6.4) 
经 过 这 样 的 变换 ， 拉 格 朗 日 函数 L(w?) 变 为 函数 L'。 由 于 运动 方程 在 所 有 惯性 
坐标 系 中 应 该 具有 相同 的 形式 ， 所 以 ， 经 过 变换 后 的 L" 如 果 不 同 于 工 (vw?) ， 最 
多 也 只 能 相差 一 个 坐标 与 时 间 函 数 的 全 微 商 。 
经 过 式 (2.6.3) 变换 后 的 拉 格 朗 日 函数 工 为 


L’=L(v?)=L(v +2v.g8 +e?) (2.6.5) 
将 这 一 表达 式 按 s 指数 展开 成 级 数 ， 并 忽略 高 级 无 穷 小 得 
L(v?) = Lo + $20 .& (2.6.6) 


等 式 右 方 的 第 二 项 只 有 在 它 线性 地 依赖 于 。 的 情况 下 才 是 时 间 的 全 微 商 。 因 此 ， 
3 与 速度 无 关 ， 也 就 是 说 ， 在 所 研究 的 情况 下 ， 拉 格 朗 日 函数 与 速度 平方 成 正 


比 
L=av’ (2.6.7) 
式 中 ，a 为 常数 。 
当 进行 速度 的 无 限 小 变换 时 ， 上 述 形式 的 拉 格 朗 日 函数 满足 伽利略 相对 性 原 
理 ， 由 此 可 以 直接 得 出 结论 : 在 坐标 系 K 以 有 限 速 度 V 运动 的 情况 下 ， 拉 格 朗 
日 函数 不 变 。 实 际 上 
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了 =ao2=a (v+V) =av +2av: V+t+aV? 
或 者 把 上 式 写 成 
L'=L+A(2arV taVt) (2.6.8) 
第 二 项 是 全 微 商 ， 因 此 可 以 去 掉 。 
常数 a 一 般 用 表示， 所 以 自由 运动 着 的 质点 的 拉 格 朗 日 函数 最 后 写成 


L = (2.6.9) 
量 m 称 为 质点 的 质量 。 由 于 拉 格 朗 日 函数 的 可 加 性 ， 对 于 没有 相互 作用 的 质点 


所 组 成 的 质点 系统 ， 则 有 


2 
了 = 过 (2.6.10) 


在 2.5 节 我 们 曾经 指出 ， 给 拉 格 朗 日 函数 乘 以 任意 常数 ， 并 不 会 在 运动 上 反映 出 
来 。 对 于 式 (2.6.10) 这 样 乘 就 相当 于 质量 度量 单位 的 改变 。 但 是 ， 当 单位 改变 
时 ， 不 同 质 点 的 质量 间 的 比例 关系 并 不 改变 ， 也 正 因为 如 此 ， 质 点 的 质量 才 具 有 
实在 意义 。 

在 此 我 们 还 要 指出 ， 质 量 不 可 能 是 负 值 。 事 实 上 ， 根 据 最 小 作用 量 原理 ， 对 
于 质点 从 空间 点 Pl 和 P; 的 真实 运动 ， 积 分 


P 2 
S -| “2 di (2.6.11) 
P 2 


具有 极 小 值 。 假 设 质点 沿 着 轨道 很 快 离开 点 P;， 然 后 很 快 地 靠近 P,， 如 果 说 质 
量 是 负 的 ， 则 对 于 这 样 的 轨道 ， 作 用 量 积 分 可 以 取 任意 大 的 负 值 ， 也 就 是 说 不 可 
能 有 极 值 。 这 和 积分 式 (2.6.11) 应 该 有 极 小 值 相 矛 盾 。 所 以 质量 不 可 能 是 负 
值 。 

值得 指出 ， 由 于 


2 2 
v=( 宇 ) = 9 (2.6.12) 


因此 ， 为 写 出 拉 格 朗 日 函数 ， 需 要 在 相应 的 坐标 系 中 找到 弧 元 的 平方 。 正 因为 如 
此 ， 我 们 在 1.3 节 把 常用 坐标 系 的 弧 元 平方 都 给 出 了 。 例 如 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 


ds2=dzx?+ dx?+ dx3 
L= 轨 (29+ 3+23) (2.6.13) 
在 柱 面 坐 标 系 中 


ds = do2f+ pdgp? + dz? 


= 区 (62+ p29 + 22) (2.6.14) 


2.7 欧 拉动 能 定理 ，113 ， 


在 平面 极 坐标 系 中 
ds*=dr?+r2d0 


工 = 好 (72+7y2 02) (2.6.15) 


在 球面 坐标 系 中 
ds*=dr*+r2d0*+ rsin bdg? 


= 多 (72+r2 62+ r2sin2652) (2.6.16) 


2.7 欧 拉动 能 定理 
在 静止 的 直角 坐标 系 中 ， 动 能 可 以 表示 为 ,的 二 次 齐 次 西数 


T= > > 方 mez2 (2.7.1) 


如 有 果 描 述 运 动 的 不 是 直角 坐标 ， 而 是 广义 坐标 ， 那 么 我 们 就 需要 确定 动能 
工 对 于 广义 坐标 和 广义 速度 的 依赖 关系 。 由 式 (2.3.6) 知 ， 联 系 直角 坐标 与 广 
义 坐 标的 方 穆 为 


Ta,j= Xai,1) (2.7.2) 
式 中 ， 9 是 qi,g2,*…,g;,*… ,gs 的 缩写 。 因此 
元 De ey (2.7.3) 
ay -1 9g; i 91 .7. 
计算 xz。,; 的 平方 值 
2 a ay ，， a,j a,j. a 
.十 . 
He Dt gt | | (2.7.4) 
于 是 动能 变 为 
N 3 9 .9 . 
1 Ta, Xa, 。 。 
T= 2 2 2 Fm 本 0 
« Jj 和 gi 
3 、 


2 
| (2.7.5) 


若 采用 简单 的 记号 ， 可 得 普遍 结果 如 下 
T= sau + bi 十 5 (2.7.6) 


特别 重要 的 一 种 情形 是 ， 当 系 统 是 稳定 的 ， 从 而 变换 方程 (2.7.2) 中 不 显 含 时 
间 上 时 ， 则 对 时 间 的 偏 微 商 为 零 ， 即 
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因此 ， 在 这 种 情形 下 
T = Zanlq)gn (2.7.7) 


其 中 ，ax 只 是 坐标 的 函数 。 可 见 ， 在 广义 坐标 中 ， 动能 仍然 是 广义 速度 的 二 次 
齐 次 函数 ， 但 它 也 可 能 依赖 于 坐标 。 
将 式 (2.7.7) 对 9 求 导数 


三 and 十 过 ai 
用 gq 乘 上 式 两 端 并 求 和 
2 2 二 /andi 十 Da 
现在 ,全 部 指标 都 是 哑 指 标 ， 也 就 是 说 这 里 的 求 和 均 与 下 标 具 体 是 什么 符号 无 
关 。 所 以 ， 上 式 右边 两 项 相同 ， 并 考虑 到 式 (2.7.7)， 则 有 
D454 = 2 Da = 2T (2.7.8) 
1 di i 


这 个 重要 结果 是 欧 拉 定 理 的 一 个 特殊 情形 ， 欧 拉 定 理 指出 , 若 f(%) 是 六 的 
次 齐 次 函数 ， 则 


Dn -= nf (2.7.9) 
k 
在 力学 中 函数 f 可 以 代表 动能 ， 索 性 就 把 式 (2.7.8) 称 为 欧 拉 动能 定理 ， 以 与 
通常 人 们 所 说 的 动能 定理 式 (1.13.2b) 区 别 。 
2.8 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 


2.8.1 封闭 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 


仅 质点 系 内 部 的 质点 之 间 相互 作用 ， 而 不 与 任何 外 部 相互 作用 的 质点 系 ， 叫 
做 封闭 系统 ， 简 称 封闭 系 。 封 闭 系 的 拉 格 朗 日 函数 为 系统 的 动能 与 势能 之 差 


2 
MaUa 
二 三 > 和 和 U(ri,r2,"*) (2.8.1) 


其 中 ，r。 是 第 a 个 质点 的 位 和 撩 ，U 为 质点 系 的 势能 。 

势能 仅 与 所 有 各 质点 在 同一 时 刻 分 布 有 关 这 一 事实 表明 ， 它 们 之 中 任 一 个 质 
点 位 置 的 改变 ， 立 刻 就 反映 在 所 有 其 他 质点 上 ， 所 以 可 以 说 ， 相 互 作 用 是 “了 瞬 
时 ”传递 的 ， 或 者 说 相互 作用 传递 的 速度 是 无 穷 大 。 在 经 典 力学 中 相互 作用 的 这 


2.9 拉 格 朗 日 方程 和 牛顿 方程 等 价 ，115 ， 


种 性 质 是 不 可 避免 的 ， 这 一 点 与 经 典 力学 的 基本 前 提 一 一 时 间 的 绝对 性 和 伽利略 
相对 性 原理 有 着 密切 的 联系 。 试 设想 如 果 说 相互 作用 不 是 瞬时 传递 的 ， 也 就 是 说 
以 有 限 速 度 传递 ， 则 这 个 速度 在 不 同 的 〈 相 对 运动 着 的 ) 坐标 系 中 是 不 同 的 ， 因 
为 时 间 的 绝对 性 自然 而 然 地 意味 着 可 以 把 通常 的 速度 相 加 定理 运用 于 一 切 现象 。 
但 是 ， 这 样 一 来 ， 有 相互 作用 的 物体 的 运动 规律 在 不 同 的 (惯性 ) 系 里 就 将 不 一 
样 了 ， 而 这 是 违反 伽利略 相对 性 原理 的 。 


2.8.2 非 封 闭 质 点 系 的 拉 格 朗 日 函数 


现在 我 们 来 考察 与 另 一 系统 B 相互 作用 的 非 封闭 系 4， 设 系统 B 的 运动 是 
已 知 的 。 在 这 种 情形 下 我 们 就 说 ， 系 统 A 在 给 定 的 〈 系 统 B 所 造成 的 ) 外 场 中 
运动 。 由 于 运动 方程 是 从 最 小 作用 量 原理 ， 用 对 每 个 坐标 独立 变 分 的 方法 导出 
的 ， 所 以 我 们 可 以 利用 整个 系统 A + B 的 拉 格 朗 日 函数 工 来 求 得 系统 A 的 拉 格 
朗 日 函数 Ls。 依据 假设 ， 系 统 B 的 运动 是 已 知 的 ， 从 而 把 工 中 的 坐标 函数 gs 用 
已 知 的 时 间 函 数 代替 。 
假设 系统 A + B 是 封闭 的 ， 则 有 
L=T(ga,94a)+ Te(gs,qs)— U(ga, gs) (2.8.2) 
式 中 ， 前 两 项 分 别 是 系统 A 和 B 的 动能 ， 而 第 三 项 是 他 们 联合 的 势能 。 以 已 知 
的 时 间 函 数 代替 gs， 并 去 掉 只 与 时 间 有 关 的 项 T(qs(t) , gp(1)) 。 只 与 时 间 有 
关 的 项 肯定 是 另外 某 一 时 间 函 数 的 全 微 商 ， 去 掉 该 项 对 拉 格 朗 日 函数 并 不 受 影 
响 。 于 是 我 们 得 到 
Ls= Ts(ga,ga)— U(ga, qs(t)) (2.8.3) 
由 此 可 见 ， 系 统 在 外 场 中 运动 由 一 般 类 型 的 拉 格 朗 日 函数 来 描述 ， 不 同 点 仅仅 在 
于 势能 可 能 直接 依赖 于 时 间 。 因 此 ， 在 外 场 中 运动 的 质点 的 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 
形式 是 


2 
L = 2 一 U(r Di (2.8.4) 


2.9 拉 格 朗 日 方程 和 和 牛顿 方程 等 价 


在 2.6 节 讨 论 了 自由 质点 的 拉 格 朗 日 函数 ， 在 2.7 节 又 讨论 了 质点 系 的 拉 格 

朗 日 函数 ， 知 道 了 拉 格 朗 日 函数 ， 我 们 就 可 以 写 出 运动 方程 式 
doL_9L 
di9v, 9r, 


根据 式 (2.8.1) 知 ， 封 闭 系统 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 为 
2 
L=Y Te — U(ri,r2,) (2.9.2) 


(2.9.1) 
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将 式 (2.9.2) 代入 式 (2.9.1) 得 
due 9U 
ae df ar, 
这 种 形式 的 方程 叫 牛顿 方程 ， 它 是 描述 有 相互 作用 的 质点 系 力学 的 基础 。 方 程式 
(2.9.3) 右 方 的 矢量 


(2.9.3) 


F.=-2U (2.9.4) 
9r, 


称 为 作用 在 第 a 个 质点 的 力 ， 它 与 势能 U 一 样 只 依赖 于 所 有 质点 的 坐标 ， 而 与 
它们 的 速度 无 关 。 因 此 ， 方 程式 (2.9.3) 表明 ， 质 点 的 加 速度 只 是 坐标 的 函数 。 
我 们 知道 ， 势 能 的 准确 度 是 到 可 以 加 上 一 个 任意 常数 ， 加 上 任意 常数 并 不 改 
变 方程 ， 这 正 是 在 2.5 节 所 讨论 的 拉 格 朗 日 函数 非 唯一 性 的 特殊 情况 。 
如 果 系 统 在 外 场 中 运动 ， 其 势能 可 能 直接 依赖 于 时 间 ， 从 而 拉 格 朗 日 函数 可 
能 直接 依赖 于 时 间 ， 这 是 与 封闭 系统 的 不 同 之 处 。 根 据 式 (2.8.4)， 在 外 场 中 运 
动 的 质点 拉 格 朗 日 函数 的 普遍 形式 是 


L= We U(r (2.9.5) 
将 式 (2.9.5) 代入 式 (2.9.1) 得 在 外 场 运 动 的 质点 的 牛顿 方程 是 
dv 9U 
于 = 一 引 (2.9.6) 


通过 上 面 的 前 述 我 们 看 到 ， 拉 格 朗 日 方程 和 牛顿 方程 二 者 观点 不 同 而 实质 相同 。 
下 面 进行 更 为 直观 的 进一步 说 明 。 

在 拉 格 朗 日 方程 (2.9.1) 中 ， 让 我 们 选取 直角 坐标 为 广义 坐标 。 于 是 拉 格 
朗 日 方程 (对 于 单个 质点 ) 变 为 


aL doL _ 
9x diais 0 (i1=1,2,3) (2.9.7) 
或 者 
di dz 9xs 
但 是 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 对 于 保守 系统 , 了 = T(z,),U = U(x,) ， 所 以 
aT aU 
97Ti 和 ? az; 
于 是 ， 拉 格 朗 日 方程 变 为 
-区 = 是 ( 浊 ) (2.9.8) 
对 于 保守 系统 还 有 


一 本 二 天 (2.9.9) 
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而 
元 加 也 冯 (> mz?) 二 号 Co) = p; (2.9.10) 

从 而 得 到 

Pi=F: (2.9.11) 
这 就 是 从 方程 (2.9.1) 推导 出 的 牛顿 方程 。 如 写成 矢量 形式 ， 即 为 

p=F (2.9.12a) 
或 者 写成 
Pp (2.9.12b) 


dz 
可 见 ， 在 广义 坐标 就 是 直角 坐标 的 情况 下 ， 拉 格 朗 日 方程 和 牛顿 方程 是 完全 相同 
的 。 事 实 上 ， 对 于 任何 给 定 的 力学 系统 ， 用 拉 格 朗 日 方法 和 牛顿 分 析 的 结果 二 者 
应 该 是 相同 的 。 

我 们 已 经 惯常 于 力学 系统 借助 于 矢量 描述 ， 诸 如 力 、 速 度 、 角 动量 、 力 算 
等 。 牛 顿 方法 强调 的 是 外 部 原因 对 物体 的 作用 ( 力 )。 而 拉 格 朗 日 方法 却 只 涉及 
与 物体 有 关 的 量 〈 动 能 和 势能 ) 。 事 实 上 ， 在 拉 格 朗 日 表达 中 任何 时 候 也 不 引进 
力 的 概念 ， 运 动 方程 完全 是 在 位 形 空间 中 以 标量 运算 的 形式 而 得 到 的 。 能 量 是 个 
标量 ， 所 以 拉 格 朗 日 函数 对 坐标 变换 是 个 不 变量 。 其 实 ， 这 种 变换 并 不 限于 在 普 
通 空间 的 不 同 正 交 坐标 系 之 间 的 变换 ， 还 可 以 是 普通 坐标 系 和 广义 坐标 系 之 间 的 
变换 。 这 样 ， 可 以 从 普通 空间 (有 时 其 中 运动 方程 可 能 非常 复杂 ) 变换 到 位 形 空 
间 ， 适 当选 取 位 形 空间 可 使 某 一 特殊 问题 得 到 最 大 限度 的 简化 。 在 某 些 情况 下 ， 
要 明确 地 陈述 清楚 所 有 作用 于 物体 上 的 力 根本 是 不 可 能 的 〈 如 某 些 约束 力 的 情 
形 )， 但 是 却 仍然 可 以 给 出 动能 和 势能 的 表达 式 。 正 因为 这 个 事实 ， 最 小 作用 量 
原理 对 量子 力学 (包括 量子 场 论 ) 很 有 用 ， 这 是 因为 量子 力学 中 有 时 不 知道 力 却 
知道 能 量 。 

我 们 已 清楚 地 看 到 ， 和 牛顿 力 学 方程 的 微分 表述 和 最 小 作用 量 原理 的 积分 表述 
(以 及 所 得 到 的 拉 格 朗 日 方程 ) 已 证 明 二 者 是 完全 等 价 的 。 因 此 ， 在 这 些 以 物理 
效应 的 描述 为 基础 的 不 同 观点 之 间 就 不 会 有 什么 区 别 。 但 是 从 哲学 的 角度 看 ， 还 
是 可 以 做 出 区 分 的 。 在 牛顿 表述 中 ， 认 为 一 定 的 力作 用 在 物体 上 即 产生 -一 确定 的 
运动 ， 即 确定 的 效果 总 是 和 一 定 的 原因 相 联 系 的 。 然 而 ， 根 据 最 小 作用 量 原理 ， 
物体 的 运动 可 以 看 作 自然 界 为 了 一 定 目的 而 设法 达到 的 结果 ， 即 要 使 动能 和 势能 
之 差 对 时 间 的 积分 为 最 小 。 显 然 ， 力 学 问题 的 运算 解答 与 采用 这 些 观点 中 哪 一 种 
无 关 。 


， 118 '， 第 二 章 拉 格 朗 日 力学 


2.10 能 量 守 恒定 律 


力学 系统 运动 时 ， 决 定 系统 状态 的 2s 个 量 w 和 g; (zi=1，2，…，s) 随时 
间 而 变化 。 但 是 却 有 这 些 量 的 某 些 函数 ， 在 运动 时 它们 保持 着 只 依赖 于 初始 条 件 
的 恒定 值 。 这 种 函数 叫 运动 积分 ， 也 就 是 我 们 通常 说 的 守恒 量 。 

但 是 ， 并非 所 有 的 运动 积分 都 会 在 力学 中 同样 起 重要 作用 。 运 动 积 分 中 有 一 
些 积分 ， 于 全 个 和 有 和 的 全， 这 些 根源 是 与 空 3 间 和 时 间 一 些 基本 性 
守恒 量 都 具有 所 谓 可 加 
估 ， 即 对 于 由 儿 部 分 组 成 而 各 部 分 之 间 的 作用 又 可 以 忽 咯 的 系统 ， 它 们 的 人 等 于 
各 组 成 部 分 的 值 之 和 。 可 加 性 赋予 相应 的 量 以 特别 重要 的 力学 作用 。 例 如 ， 假 设 
有 两 物体 在 某 段 时 间 内 相互 作用 ， 既 然 无 论 是 作用 前 或 作用 后 ， 整 个 系统 的 每 个 
可 加 积分 都 等 于 两 个 物体 单独 存在 时 它们 的 值 之 和 ， 那 么 ， 如 果 已 经 知道 在 作用 
前 物体 的 状态 ， 这 些 量 的 守恒 定律 立即 使 我 们 有 可 能 去 做 一 系列 关于 作用 后 物体 
状态 的 结论 。 

上 述 这 些 论点 我 们 曾 多 次 反复 强调 过 。 不 过 那 时 只 做 了 一 些 启蒙 性 的 提示 或 
肤浅 的 说 明 ， 并 没有 真正 从 时 空 的 性 质 作 为 出 发 点 去 推导 这 些 守 恒定 律 。 从 现在 
起 我 们 开始 着 手 这 样 做 ， 以 便 进 一 步 深 化 对 这 些 守 恒定 律 的 认识 。 

我 们 首先 从 由 于 时 间 均 匀 性 而 产生 的 守恒 定律 开始 阐述 。 

由 于 时 间 的 均匀 性 ， 封 闭 系统 的 拉 格 朗 日 函数 不 直接 依赖 于 时 间 ， 即 

9L 


ba 


=0 (2.10.1) 
你 趟 
= > je + D7 (2.10.2) 


[如 果 工 直接 依赖 于 时 间 ， 那 么 天 三 


《2.10.1)， 这 一 项 没有 了 ] 我 们 知道 ， 拉 格 朗 日 方程 为 
939L_ doL 


aqi dt9g; (2.10.3) 
用 式 2.10.3) 代替 式 (2.10.2) 中 的 5， 则 有 
a 2 了 37 + 之 3 (2.10.4) 


上 式 可 以 改写 成 
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或 者 

d .9L _ 

(2 5 (2.10.5) 
显然 ， 括 号 中 的 量 不 随时 间 变 化 

2 光 3 一 L = const (2.10.6) 


这 个 量 在 封闭 系统 运动 时 是 不 改变 的 ， 也 就 是 说 ， 这 个 量 是 系统 的 一 个 运动 积 
分 。 这 个 量 称 为 系统 的 能 量 。 式 (2.10.6) 所 表达 的 正 是 能 量 守 恒定 律 。 从 表达 
式 (2.10.6) 我 们 还 看 到 ， 能 量 是 通过 拉 格 朗 日 函数 线性 表示 的 ， 由 拉 格 朗 日 函 
数 的 可 加 性 可 直接 得 出 能 量 可 加 性 的 结论 。 

能 量 守恒 定律 不 仅 对 封闭 系统 是 正确 的 ， 而 且 对 于 处 在 不 变 (也 就 是 说 不 依 
赖 于 时 间 ) 的 外 场 中 的 系统 也 是 正确 的 。 因 为 在 上 述 推导 中 ， 唯 一 利用 过 的 拉 格 
朗 日 函数 的 特性 一 一 不 依赖 于 时 间 一 一 在 这 种 情况 下 也 存在 。 

如 果 势 能 不 显 含 速度 g; 和 时 间 :， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 具有 如 下 形式 

L=T(g,g)—- U(g) (2.10.7) 


其 中 ， 工 是 速度 的 二 次 函数 。 由 于 此 种 情况 下 , U = U(g)， 则 5 =0， 所 以 
aL _a(T-U)_aT 


[wn 
中 
SS 


Ep (2.10.8) 
于 是 , 式 (2.10.6) 可 以 写 为 
D4 - (TT — U) = const (2.10.9) 
由 欧 拉动 能 定理 式 (2.7.8) 知 
2 2 = 2T (2.10.10) 
将 式 (2.10.10) 代入 式 (2.10.9) 得 
E=T(g,g)+ U(g) (2.10.11) 
可 见 ， 在 这 种 情况 下 式 (2.10.6) 所 表示 的 就 是 总 能 量 。 若 在 直角 坐标 系 中 ， 则 
E= > 2 + U(ryr ee) (2.10.12) 


式 (2.10.6) 表明 ， 系统 的 能 量 可 以 表示 成 两 个 本 质 不 同 的 项 ， 即 依赖 于 速度 的 
动能 和 仅 依 赖 于 质点 坐标 的 势能 之 和 。 
式 (2.10.6) 可 以 看 成 哈密 顿 函 数 互 的 定义 。 即 
H= 36 97 -L (2.10.13) 
不 过 必须 注意 ， 仅 在 满足 以 下 条 件 时 哈密 顿 函数 互 才 等 于 总 能 量 玉 : 
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(1) 联系 直角 坐标 和 广义 坐标 的 变换 方程 
Ta,j = Xa,j(qi,t) 
必须 与 时 间 无 关 ， 这 样 才 能 保证 动能 是 4; 的 二 次 齐 次 函数 。 
(2) 势能 必须 与 速度 无 关 ， 从 而 可 以 从 关于 如 的 方程 中 消去 3 名 项 。 


2.11 动量 守恒 定律 


2.11.1 动量 守恒 定律 


封闭 系统 ， 即 只 有 系统 内 质点 之 间 相 互 作用 而 不 和 外 界 作用 的 系统 。 封 闭 系 
统 的 动量 守恒 ， 是 本 课程 最 先 讲 到 的 一 个 守恒 定律 ， 那 时 实际 上 是 根据 实验 总 结 
并 作为 一 个 基本 假设 提出 来 的 〈1.5 节 )， 对 于 动量 守恒 是 由 空间 均匀 性 产生 只 
是 做 了 点 一 般 性 的 提示 。1.11 节 讨 论 了 势能 的 概念 之 后 ， 从 系统 的 性 质 与 它 在 
空间 中 的 位 置 无 关 性 ， 对 动量 守恒 与 空间 的 均匀 性 的 联系 做 了 进一步 说 明 。 现 在 
我 们 从 时 间 的 均匀 性 推导 动量 守恒 。 

由 于 空间 均匀 性 ， 当 封闭 系统 作为 一 个 整体 在 空间 移动 时 拉 格 朗 日 函数 应 该 
不 变 。 这 就 是 我 们 的 基本 思路 。 

平移 意味 着 系统 所 有 的 点 移动 同样 长 的 距离 ， 也 就 是 说 ， 质 点 系 中 质点 位 矢 
re 一 re+Bg， 其 中 8 表示 系统 一 个 无 穷 小 的 移动 。 在 速度 不 变 的 情况 下 ， 由 坐标 
的 无 穷 小 的 改变 而 引起 拉 格 朗 日 函数 工 的 改变 是 


8L = 5D Far = eH (2.11.1) 
由 于 是 任意 的 ， 所 以 要 求 拉 格 朗 日 应 数 的 变 分 
3L=0 (2.11.2) 
就 相当 于 要 求 
=0 (2.11.3) 


a 


我 们 知道 ， 拉 格 朗 日 方程 为 


号 于 = 开 (2.11.4) 
由 此 我 们 得 到 
站 0 (2.11.5) 
于 是 我 们 得 到 结论 ， 在 封闭 力学 系统 中 ， 矢 量 


p=) i = const (2.11.6) 
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在 运动 中 是 不 变 的 。 矢 量 了 称 为 系统 的 动量 。 因 此 ， 空 间 的 均匀 性 意味 着 封闭 


系统 的 动量 守恒 。 
若 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 具有 如 下 形式 
2 
过 = 》， 3- Url yyr…) (2.11.7) 
将 其 对 w 微分 可 得 质点 系 的 动量 为 
P= > mwv, (2.11.8) 


动量 的 可 加 性 是 很 明显 的 。 此 外 ， 与 能 量 不 同 ， 系 统 的 动量 等 于 系统 中 各 单个 质 
点 动量 P, = mv 之 和 与 质点 间 的 相互 作用 是 否 可 以 忽略 无 关 。 


2.11.2 牛顿 第 三 定律 


在 这 里 我 们 还 要 特别 指出 ， 作 为 出 发 点 的 式 (2.11.3)， 其 本 身 具有 重要 而 
显明 的 物理 意义 。 微 商 

aL _a(T-U_ aU0_ 

9ro Dr。 gr 

也 就 是 说 ，3 产 就 是 作用 在 x 质点 上 的 力 F。(a =1，2，…，N)。 这 样 ， 式 
(2.11.3) 就 意味 着 作用 在 封闭 系统 所 有 质点 上 的 力 之 和 等 于 零 


F, (a=1,2,.…,N) (2.11.9) 


DF,=0 (2.11.10) 
特别 是 ， 当 系统 总 共 只 有 两 个 质点 组 成 时 

Fit+F»=0 
或 

FI=-, (2.11.11) 


式 (2.11.11) 表明 ， 第 二 个 质点 作用 于 第 一 个 质点 的 力 与 第 一 个 质点 作用 于 第 
二 个 质点 的 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 这 也 就 是 通常 所 说 的 牛顿 第 三 定律 。 我 们 看 
到 ， 这 里 又 从 分 析 力学 的 角度 得 到 了 牛顿 第 三 定律 。 


2.11.3 广义 动量 和 广义 力 
若 运动 由 广义 坐标 g; 来 描述 ， 则 拉 格 郎 日 函数 对 广义 速度 的 微 商 


P= (i=1,2,.…,s) (2.11.12) 
称 为 广义 动量 ， 而 拉 格 朗 日 函数 对 广义 坐标 的 微 商 
F.= (2.11.13) 


称 为 广义 力 。 利 用 这 些 符 号 ， 拉 格 朗 日 方程 
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doL_oL 
di9g; 9g: 


可 写成 下 面 的 形式 


i=F, (1 =1,2,..,s) (2.11.14) 


可 见 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 广 义 动 量 与 矢量 pe 的 分 量 相合 。 虽 然 式 (2.11.14) 和 
通常 的 牛顿 第 二 定律 形式 很 相似 ， 但 要 注意 ， 一 般 情况 下 ， 广 义 动量 p; 是 广义 
速度 g; 的 线性 齐 次 函数 ， 并 且 不 能 化 为 质量 和 速度 的 乘积 。 


2.11.4 循环 坐标 


若 完整 系统 的 拉 格 关 日 函数 工 不 显 含 某 一 广义 坐标 o， 这 时 ，3 二 = 0， 我 


们 就 把 gi 称 为 循环 坐标 。 若 qi 是 循环 坐标 ， 则 由 广义 动量 的 定义 和 拉 格 朗 日 方 
程 得 出 


(和 党 )= 红 = (2.11.15) 


如 da) 一 3 一 
也 就 是 说 ， 与 循环 坐标 相对 应 的 广义 动量 分 量 不 随时 间 变 化 ， 它 是 一 个 运动 积 
分 。 

一 个 量 在 某 种 变换 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 相对 于 该 变换 的 对 称 性 。3 二 = 
表示 ，L 不 随 o 的 变化 而 变化 ， 也 就 是 说 ， 对 于 从 gs 到 gs + Ag 的 变换 来 说 ， 
L 保持 不 变 。 因 此 得 出 结论 ， 当 拉 格 朗 日 函数 工 对 于 广义 坐标 % 的 变化 具有 对 
称 性 时 ， 存 在 与 g 对 应 的 广义 动量 积分 。 

从 2.9 节 和 本 节 我 们 看 到 ， 作 为 经 典 力学 基础 的 牛顿 三 大 定律 都 可 以 从 拉 格 
朗 日 方程 推导 出 来 DO。 似 乎 拉 格 朗 日 力学 单纯 只 是 牛顿 力学 的 另 一 种 表达 形式 ， 
其 实 不 然 。 拉 格 朗 日 理论 的 主要 价值 在 于 它 采用 了 质点 系 广义 坐标 作为 变量 ， 它 
并 不 限于 力学 量 。 不 论 选 用 哪 类 广义 坐标 ， 拉 格 朗 日 方程 组 的 形式 不 变 。 这 就 给 
我 们 分 析 复 杂 力 学 课题 以 及 一 些 非 力学 课题 开拓 了 新 的 途径 。 另 外 ， 它 还 和 物理 
学 中 守恒 定律 密切 联系 着 ， 更 易于 揭露 物理 运动 的 本 质 ， 用 途 更 广 。 


2.12 角 动 量 守恒 定律 


惯性 系 的 空间 是 各 向 同性 的 ， 或 者 说 具有 旋转 对 称 性 。 这 就 意味 着 当 系 统 整 
体 在 空间 任意 转动 时 ， 系 统 的 力学 性 质 不 变 。 与 此 相对 应 ， 当 系统 转动 一 个 无 穷 


中 实际 上 ， 也 可 以 从 牛顿 运动 方程 导出 拉 格 朗 日 方程 。 


2.12 角 动 量 守恒 定律 .123，… 


小 角度 时 ， 封 闭 系统 的 拉 格 朗 日 函数 不 变 。 

若 系 统 绕 某 转动 轴 转 动 一 个 无 限 小 的 角度 86 
( 见 图 2.4)， 一 个 给 定点 的 位 矢 > 将 改变 到 + 5r， 
其 中 

Sr=30xr (2.12.1) 
式 中 ,矢量 86 是 这 样 的 定义 ， 在 转动 轴 上 截取 一 有 
方向 的 线段 ， 其 数值 和 方向 这 样 规定 : 186| =89， 指 
向 由 右手 螺旋 法 则 确定 。 通 常 把 88 叫做 角 位 移 。 

当 系 统 转动 时 ， 不 仅 位 矢 的 方向 改变 ， 所 有 质点 
的 速度 也 要 改变 ， 而 且 所 有 矢量 按 同 一 规律 改变 。 所 
以 ， 相 对 于 静止 坐标 系 ， 速 度 的 增 量 

3v=80 Xo (2.12.2) 
系统 转动 时 ， 若 要 求 拉 格 朗 日 函数 的 变 分 为 零 
3L = 可 (六 Srs + 半 30,)=0 (2.12.3) 图 2.4 8r-89xr 的 图 示 


按照 式 (2.11.12) 定义 


p= (2.12.4) 
所 以 拉 格 朗 日 方程 可 由 下 式 表示 
六 = 于 (2.12.5) 


将 式 (2.12.4) 和 (2.12.5) 代入 式 (2.12.3) 并 考虑 到 式 (2.12.1) 和 
(2.12.2) 得 


Spa: (80 xr)+ ps: (89xu)]=0 (2.12.6) 


由 于 三 重 标 积 各 因子 按 循环 次 序 进 行 调动 其 值 不 变 ， 因 而 式 (2.12.6) 又 可 改写 


806. DO [Cr x pe) + (vxp)]=0 (2.12.7) 
方 括号 中 恰好 是 r。 x p, 对 时 间 的 微 商 ， 所 以 ， 上 式 可 写成 
80 * EDCr,x p.) =0 (2.12.8) 


由 于 86 的 任意 性 ， 要 上 式 为 零 ， 只 有 
二 (re x ps)=0 
于 是 得 
L= Dr x ps = const (2.12.9) 


a 
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这 就 是 质点 系 的 角 动 量 守恒 定律 。 角 动量 的 可 加 性 是 显而易见 的 ， 像 动量 一 样 ， 
它 也 与 质点 之 间 是 否 存在 着 相互 作用 无 关 。 

这 个 定理 的 一 个 重要 推论 如 下 : 考虑 外 场 中 一 个 系统 ， 如 果 场 具有 对 称 轴 ， 
则 对 于 该 对 称 轴 的 转动 ， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 是 不 变 的 。 因 此 ， 系 统 相对 于 对 称 
轴 的 角 动 量 是 与 时 间 无 关 的 常量 。 

对 称 性 与 守恒 量 之 间 的 关系 具有 极其 重要 的 意义 。 这 种 联系 甚至 超出 经 典 体 
系 ， 在 固体 理论 、 粒 子 物理 和 场 的 现代 理论 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

仅仅 通过 考虑 惯性 参考 系 的 性 质 就 能 够 导出 封闭 系统 的 守恒 定律 ， 其 结果 可 
归纳 如 表 2.1。 


表 2.1 时 空 对 称 性 与 守恒 定律 


惯性 参考 系 特性 拉 格 朗 日 函数 的 性 质 守恒 量 
时 间 均匀 性 不 显 含 时 间 总 能 量 
空间 均匀 性 | 平移 不 变 ( 线 ) 动量 

空间 各 向 同性 转动 不 变 角 动 量 


因此 ， 对 于 封闭 系统 ， 有 七 个 守恒 量 (运动 积 分 ): 总 能 量 、 动 量 和 角 动 量 。 
能 量 是 标量 ， 只 有 一 个 分 量 ; 而 动量 和 角 动 量 是 矢量 ， 各 有 三 个 分 量 ， 所 以 共有 
七 个 守恒 量 。 这 七 个 且 仅 这 七 个 运动 积分 对 于 构成 系统 的 各 质点 而 言 具 有 可 加 
性 ， 而 不 论 各 质点 之 间 是 否 有 相互 作用 。 

作为 角 动 量 守恒 的 例子 ， 我 们 来 讨论 圆锥 面 上 质点 的 运动 。 

设 质量 为 m 的 质点 ， 受 重力 作用 ， 约 东 在 半角 为 a 的 圆锥 面 上 运动 ( 见 图 
2.5)。 很 明显 ， 该 问题 具有 圆柱 对 称 性 ， 我 们 选用 柱 面 坐标 ， 选 ce，p，>z 作 广 
义 坐 标 。 然 而 ， 因 有 约束 方程 

之 二 DOcota (1) 
所 以 ,系统 仅 有 两 个 自由 度 ， 从 而 仅 有 两 个 广 
义 坐 标 。 可 用 式 (1) 消去 坐标 z 或 。， 根据 柱 
面 坐 标 中 质点 速度 b 的 公式 (1.4.19a), 很 容 
易 得 到 速度 的 平方 为 
v2 =p2+ p20 + 22 
=p° +p 9 + pcota 
=p csca + 0202 (2) 
设 =>=0 时 ，U=0。 所 以 质点 的 势能 为 
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U= mgz = mgocota (3) 
故 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L= om (pcsc a + 0202) — mgpcota (4) 


注意 : 上 中 不 显 含 9， 因 此 3 =0。 对 于 坐标 p 的 拉 格 朗 日 方程 为 


doaL _ 
da2=0 (5) 
故 

秀 = mp’ 9* = const (6) 
但 是 ，mp?9 = mp?w 恰好 是 绕 z 轴 的 角 动 量 。 所 以 ， 式 (6) 表示 系统 绕 对 称 轴 
的 角 动 量 守恒 。 


2.13 最 小 作用 量 原理 的 修正 形式 


前 面 我 们 讨论 了 保守 力 场 中 的 最 小 作用 量 原理 ， 所 用 的 方法 属 变 分 的 积分 形 
式 。 本 节 我 们 将 再 把 最 小 作用 量 原理 推广 到 包含 非 保 守 力 的 情形 ， 采 用 的 方法 属 
变 分 的 微分 形式 。 这 样 读者 便 可 以 对 物理 学 中 常用 的 变 分 法 和 最 小 作用 量 原理 有 
一 个 完整 的 认识 。 


2.13.1 虚 位 移 


在 不 破坏 系统 约束 的 条 件 下 ， 质 点 系 或 其 中 各 质点 可 能 发 生 的 任何 微小 的 位 
移 ， 称 为 该 质点 系 的 虚 位 移 ， 或 称 为 可 能 位 移 。 与 此 相对 应 ， 质 点 由 于 运动 实际 
上 所 发 生 的 位 移 ， 称 为 实 位 移 。 

虚 位 移 和 实 位 移 虽然 都 受 约束 的 限制 ， 是 约束 所 许可 的 位 移 ， 但 二 者 是 有 区 
别 的 。 实 位 移 是 在 一 定 力 的 作用 和 已 知 初 始 条 件 下 ， 在 一 定 的 时 间 内 发 生 的 位 
移 ， 具 有 确定 的 方向 ; 而 虚 位 移 纯 属 几何 概念 ， 它 既 不 牵涉 到 系统 的 实际 运动 ， 
也 不 率 涉 到 力 的 作用 ， 与 时 间 过 程 和 初始 条 件 无 关 ， 在 不 破坏 系统 的 约束 的 条 件 
下 ， 它 具有 任意 性 。 例 如 ， 一 个 被 约束 在 固定 面 上 的 质点 ， 实 位 移 只 有 一 个 ， 而 
虚 位 移 在 它 的 约束 面 上 则 有 任意 个 。 由 此 可 知 ， 在 稳定 约束 的 条 件 下 ， 实 位 移 只 
是 虚 位 移 中 的 一 个 〈 注 意 : 在 不 稳定 约束 的 情形 下 ， 虚 位 移 不 再 包含 实 位 移 ， 这 
个 结论 不 再 成 立 )。 为 区 别 虚 位 移 和 实 位 移 ， 虚 位 移 用 变 分 符号 8 表示 ， 如 9 ， 
6x;，69 等 ， 以 兹 与 表示 实 位 移 的 微分 符号 d 相 区 别 。 数 学 上 3f 称 为 函数 /的 
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变 分 D， 进 行 变 分 时 是 把 其 中 的 基本 变数 (时 间 变 数 :+) 视 为 不 变 的 参数 ， 并 把 
基本 变数 的 函数 视 为 不 随 基 本 变数 而 变 的 。 

按照 上 面 的 定义 ， 质 点 的 虚 位 移 是 约束 允许 的 可 能 的 微小 位 移 。 因 此 ， 一 个 
质点 被 约束 在 一 个 固定 曲面 S 上 ( 见 图 2.6)， 则 该 质点 到 曲面 上 相 邻 各 点 的 无 
限 小 位 移 都 是 它 的 虚 位 移 。 如 略 去 高 阶 微量 ， 则 可 认为 这 些 位 移 都 应 在 通过 P 
点 的 曲面 的 切 平面 上 。 虚 位 移 的 这 个 性 质 可 以 用 解析 法 证 明 如 下 。 


— 
图 2.6 虚 位 移 示意 图 


设 质点 的 约束 方程 〈 即 曲面 方程 ) 为 
f(z,y,2)=0 (2.13.1) 
假想 质点 由 P(z,y,z) 点 有 一 虚 位 移 
6r = 6xe: + dyey + Sze, 
到 达 Pi(z + Sr,y+3y,z+hz) 点 时 ， 坐 标 发 生 了 微小 的 变化 ，Sz， 8y，6z 为 
坐标 的 变 分 。 显 然 P| 点 也 应 满足 约束 方程 ， 即 


(zz+Sr,y+syz+sz)=0 (2.13.2) 
由 (2.13.1) 和 (2.13.2) 两 式 略 去 高 阶 微量 可 求 得 函数 f(z,y,z) 的 变 分 为 
._9f 9f of 
tay ta-0 (2.13.3) 


人 们 正 是 把 基本 函数 不 变 (8 =0)， 而 函数 本 身 改 变 所 得 到 的 函数 的 任意 改变 量 
称 为 函数 的 变 分 。 利 用 梯度 算 符 


QD 变 分 有 等 时 变 分 和 不 等 时 变 分 之 别 。 在 8: = 0 的 假设 下 ,8 和 二 的 先后 次 序 可 以 对 易 的 变 分 叫做 


等 时 变 分 。 至 于 6 和 于 的 先后 次 序 不 能 对 易 的 那 种 变 分 则 称 为 不 等 时 变 分 。 本 课程 的 变 分 都 是 对 等 时 变 
分 而 言 ， 不 涉及 不 等 时 变 分 。 
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了 = 了 e+ 了 e+ (2.13.4) 
可 以 把 式 (2.13.3) 改写 成 为 
vf:8r=0 (2.13.5) 
5r 是 已 点 的 位 矢 r 的 变 分 ， 代 表 点 的 虚 位 移 。 式 (2.13.$) 说 明 ，5r 必然 垂直 
于 曲面 上 PP 点 的 法 线 方向 ， 也 就 是 在 曲面 上 已 点 的 切 平面 内 。 


2.13.2 虚 功 原理 


对 于 由 NN 个 离散 质点 组 成 的 力学 系统 ， 假 定 系统 处 于 平衡 态 ， 根 据 牛顿 第 

二 定律 ， 其 平衡 的 充分 必要 条 件 是 作用 于 每 一 质点 上 的 合力 为 零 即 机 =0， 那么 

力 F, 在 虚 位 移 5r,。 上 所 做 的 虚 功 F,*5r。 亦 为 零 。 把 这 些 等 于 零 的 标 积 对 所 有 质 
点 求 和 ， 其 结果 也 必 为 零 

SF, .Sr =0 (2.13.6) 


此 式 无 非 是 F, =0 (<=1，2，…，N) 的 等 价 条件 ， 实 质 上 并 没有 给 出 任何 新 
鲜 物 理 内 容 。 为 得 到 新 的 结果 ， 我 们 把 F, 分 解 为 主动 力 F(W 和 约束 力 R.。 我 们 
知道 ， 约 束 力 的 出 现 是 为 了 保证 约束 的 实现 ， 当 质点 做 约束 允许 的 位 置 变 动 时 ， 
我 们 期 望 它 对 外 力 所 做 的 功 不 作 任何 贡献 。 根 据 这 一 思想 ， 我 们 给 出 理想 约束 的 
定义 : 如 果 作用 于 质点 系 的 所 有 约束 力 R。 对 任意 的 可 逆 虚 位 移 3r。 所 做 的 功 
3W 等 于 零 ， 则 称 这 种 约束 为 理想 约束 。 亦 即 理想 约束 的 条 件 为 

SW = > RSr =0 (2.13.7) 


在 这 个 定义 中 ， 我 们 要 注意 ， 理 想 约束 是 对 整个 系统 的 约束 情况 ， 而 不 是 对 作用 
于 系统 的 个 别 约束 来 说 的 。 所 谓 可 首 虚 位 移 是 指 如 果 5r, 为 一 组 虚 位 移 ， 则 
一 Sr. 也 是 一 组 虚 位 移 。 当 约束 条 件 是 以 等 式 来 表达 时 ( 即 所 谓 双 面 约 束 )， 则 
一 切 虚 位 移 都 是 可 逆 的 。 以 下 我 们 只 讨论 双 面 约束 的 情况 。 

上 面 定义 的 理想 约束 条 件 对 于 刚体 是 真正 成 立 的 ， 对 于 大 量 其 他 约束 也 是 适 
用 的 。 如 果 一 个 质点 被 约束 在 一 个 表面 上 运动 ， 约 束 力 是 垂直 于 表面 的 ， 而 虚 位 
移 必须 与 表面 相 切 ， 因 此 虚 功 为 零 。 如 果 有 摩擦 力 存 在 ， 就 出 现 了 例外 。 摩 擦 力 
是 约束 力 的 一 种 ,但 摩擦 的 存在 不 能 用 系统 的 位 置 和 速度 的 约束 条 件 来 描述 ， 它 
不 是 一 个 约束 条 件 或 运动 条 件 ， 而 是 一 个 物理 过 程 (由 机 械 运动 转换 为 热 运 动 的 
物理 过 程 )。 摩 擦 力 对 于 虚 位 稳 有 时 做 功 ， 有 时 不 做 功 。 如 果 我 们 把 对 虚 位 移 做 
功 的 摩擦 力 归 到 主动 力 中 去 ， 而 把 对 虚 位 移 不 做 功 的 摩擦 力 保留 在 约束 力 之 内 ， 
则 可 以 将 理想 约束 作为 一 个 独立 的 假设 提出 : 作用 于 质点 系统 上 的 约束 力 对 任意 
可 逆 虚 位 移 所 做 的 功 为 零 。 因 而 我 们 得 到 系统 平衡 条 件 为 

DoF® .Sr = 0 (2.13.8) 
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由 此 可 知 ， 受 有 理想 约束 的 力学 系统 平衡 的 必要 兼 充分 条 件 是 此 力学 系统 的 诸 主 
动力 在 任意 可 道 虚 位 移 中 所 做 的 元 功 之 和 等 于 零 。 


2.13.3 达 朗 贝尔 原理 


由 N 个 质点 构成 的 质点 系统 的 动力 学 方程 ， 根 据 牛 顿 运 动 定律 的 表达 式 
(2.1.1) 可 写 为 


mra=F t+R, (a=1,2,.%,N) (2.13.9) 
上 式 经 移 项 也 可 以 写成 
—mrstFtR=0 (a=1,2,.…,N) (2.13.10) 


这 个 方程 和 式 (2.13.9) 相 比 虽然 在 数学 上 只 是 移 项 而 已 ， 但 在 物理 上 却 很 有 意 
义 。 式 (2.13.10) 是 一 个 力学 系统 的 平衡 方程 ， 代 表 主 动力 F,， 约束 反 力 R。 
和 质点 因 有 加 速度 而 产生 的 “ 反 向 有 效力 ”- mr 的 平衡 。 采 用 这 种 观点 ， 动 
力学 变 成 静 力学 。 反 向 有 效力 通常 称 为 惯性 力 。 式 (2.13.10) 反映 的 这 种 平衡 
关系 ， 称 为 达 朗 贝尔 原理 。 
若 用 虚 位 移 Sr。 点 乘 式 (2.13.10) 并 对 a 求 和 ， 在 理想 约束 条 件 下 ， 注 意 
到 式 (2.13.7)， 则 得 
PDF, mai) ,Sr =0 (2.13.11) 


上 式 通常 称 为 达 朗 贝尔 方程 ， 亦 称 动力 学 一 般 方程 。 

运用 达 明 贝尔 原理 处 理 问题 亩 之 “动静 法 ”。 动 静 法 是 把 动力 学 问题 化 为 静 
力学 平衡 问题 去 处 理 。 但 应 指出 ,动静 法 只 是 求解 动力 学 问题 的 一 种 方法 而 已 ， 
它 没有 改变 动力 学 问题 的 性 质 ， 因 为 系统 实际 上 并 不 平衡 。 应 用 动静 法 时 ， 系 统 
除 受 主动 力 和 约束 反 力 外 ， 再 假想 地 加 上 惯性 力 ， 这 样 就 可 以 用 毅力 学 中 列 平衡 
方程 的 方法 进行 求解 。 


2.13.4 广义 力 
因为 
1 二 ro(qlyq2 Gy) (2.13.12) 
所 以 
qr 
dr, = 之 Fog (2.13.13) 
当 采 用 广义 坐标 gi (i=1, 2， ” s) 时 ， F, 的 虚 功 就 变 为 
9 
DF, dr = 2 DF Fdg: = DQidg; (2.13.14) 


其 中 
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N 
Q = > . 天 (2.13.15) 


称 为 广义 力 。 实 际 上 政 , 3 不 过 是 到 在 广义 坐标 4 方向 的 投影 ，3 是 方向 余 
弦 。 注 意 : 正如 gq; 不 必 具 有 长 度 的 量 纲 一 样 ，Q; 也 不 必 具 有 力 的 量 纲 ， 但 是 


Q;Sg; 则 必定 永远 具有 功 的 量 纲 。 
2.13.5 最 小 作用 量 原 理 的 修正 形式 
人 们 至 少 能 够 在 形式 上 把 最 小 作用 量 原理 推广 到 包括 非 保守 力 的 情况 。 推 广 
后 的 最 小 作用 量 原理 取 如 下 形式 
8S = 3| (7 + W)dt =0 (2.13.16) 


这 里 的 6W 为 
8W = > Re (2.13.17) 
量 $W 具有 重要 的 物理 意义 。 在 位 形 空 ;向 中 的 变 分 路 径 可 以 认为 是 由 实际 运动 路 
径 的 一 系列 虚 位 移 所 构成 。 每 一 虚 位 移 发 生 在 某 给 定 的 瞬时 ， 在 那 一 瞬时 ， 作 用 
在 系统 上 的 力 具 有 确定 的 值 。 显 然 可 见 ，5W 表示 作用 在 系统 上 的 力 从 实际 路 径 
到 变 分 路 径 的 虚 位 移 过 程 中 所 做 的 功 。 所 以 ， 以 方程 (2.13.16) 的 形式 给 出 的 
最 小 作用 量 原 理 告诉 我 们 ， 动 能 与 虚 功 之 和 的 积分 的 变 分 为 零 。 
由 式 (2.13.14) 知 
二 brs = > Qidg: = SW 
因此 , 式 (2.13.16) 可 以 写成 
| “Td + | Seisgd =0 (2.13.18) 
在 2.7 节 曾 指 出 ， 在 广义 坐标 中 ， 动 能 仍然 是 广义 速度 的 二 次 函数 ， 但 它 也 可 能 
依赖 于 坐标 ， 即 了 = T(g,g) 。 于 是 式 (2.13.18) 第 一 个 积分 的 变 分 为 


让 Tdi = 上 ‘5 (3 - 号 也 jaed: =0 (2.13.19) 

将 式 (2.13.19) 代入 式 (2.13.18), 哈密 顿 原理 成 为 
[> ( 渤 - 二 区 +Qijaod =0 (2.13.20) 

由 于 假定 约束 是 完整 的 ， 所 以 仅 当 各 项 系数 都 是 零 ， 即 
LL-IT gg, (i=1,2,,;) (2.13.21) 


dt9g; aa; 
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时 ， 式 (2.13.20) 这 个 积分 才 会 等 于 零 。 所 以 式 (2.13.16) 代表 了 最 小 作用 原 
理 式 (2.5.2) 的 推广 。 方程 (2.13.21) 通常 叫做 完整 系 拉 格 朗 日 方程 ， 亦 称 拉 
格 朗 日 方程 的 基本 形式 或 修正 形式 。 

对 于 保守 力学 系统 ， 方程 (2.13.21) 就 简化 成 式 (2.5.3)， 即 


daL 93L 
一 .13.2 
di9d 90, =0 (2.13.22a) 


下 面 我 们 就 从 基本 形式 的 拉 格 朗 日 方程 推导 保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 。 由 广义 力 
的 定义 知 


or 
Q; = 之 下 “3 (2.13.22b) 
对 于 保守 力 系 
F=-Vv,U 
所 以 


了 N 3 9 a 
Qi DD DD (2.13.23) 


将 式 (2.13.23) 代入 式 (2.13.21)， 得 到 
daoT oT aU 


dt9g; 9g; 9g; 
或 写成 
.439T 9 (T-0O)_ 
dt 9g; 9g; 
oa Sa aa 
U 的 项 ， 于 是 上 式 写成 
da(T-U) 3a(T-U) -0 


dit 39, 30 (2.13.24) 
定义 一 个 新 的 函数 
L=T-U (2.13.25) 
那么 式 (2.13.24) 可 以 写成 
daL 3L_ 
dz 9g™0 (2.13.26) 


这 就 是 熟知 的 保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 。 
习 题 


2.1 试用 拉 格 朗 日 方程 求 重力 场 中 质点 在 直角 坐标 系 中 的 运动 方程 。 
[ 答 ] mz=0， my=0， mz= ~ mg 


习 题 .131 ， 


2.2 以 细 强 与 铝 直方 向 间 的 夹 角 9 为 广义 坐标 ， 试 用 拉 格 朗 日 方程 求 单 摆 的 运动 微分 方 
程 ， 设 摆 长 为 7。 


[ 答 ] 6+ sing=0 
2.3 ”以 平面 极 坐 标 为 广义 坐标 ， 试 用 拉 格 朗 日 方程 求 行星 运动 的 微分 方程 。 


m: -mrO+GMe=0 
rr 


[ 答 ] 1 
7 6 =h 
2.4 ”用 球面 坐标 写 出 一 个 质点 在 均匀 重力 场 中 的 运动 微分 方程 。 


和 
mr — mr 2 一 azp2sin20+ agecosg=0 


[ 答 ] mr20 + 2mrr 0 一 zjep2singcosg ~ mgrsin0 =0 


mrigpsin0 +2mrrgsin 0 + 2mr?9 bsingcosg=0 
2.5 设 有 一 质点 在 有 心力 Fi = 一 各 及 与 速度 大 小 成 正比 、 方 向 相反 的 阻力 = 
r 


一 a?vb 作 用 下 做 平面 运动 ， 试 求 其 拉 格 朗 日 方程 式 。 
[ 管 ] 选 极 坐标 为 广义 坐标 。 因 有 两 个 广义 坐标 ， 故 有 两 个 拉 氏 方程 


mi — mr 0 ?= | 
m(10+270 )= -ay20 
2.6 茶 一 具有 两 个 自由 度 的 力学 系统 ， 其 动能 和 势能 的 形式 分 别 为 


_1/_a 33 ) 
T= 2 (Tr 


U=al+big2 
其 中 ，a，5，a1，bi 为 常数 。 试 证 qz 与 : 之 间 的 关系 可 表示 为 下 式 
(g2—k)(g2+28)*=h(z— 0) 
其 中 ，，h 和 to 为 常数 。 
2.7 如 图 所 示 ， 绳 的 一 端 固定 于 A 点 ， 此 强 经 过 一 动 滑轮 O 及 一 
定 滑轮 O,， 另 一 端 系 重 Q 之 重 物 ， 动 滑轮 O 下 悬 一 重 已 之 物 ， 且 Q> 
去 P， 设 起 始 时 此 系统 是 静止 的 ， 且 h =0， 不 计 滑轮 重量 ， 试 用 拉 格 


朗 日 方程 求 重 物 Q 的 加 速度 与 速度 。 


_ 2Q 一 也 
[ 答 ] 2a=2g840fE5 


2Q-P 
2M th 4054 
2.8 如 果 某 系统 的 拉 格 朗 日 函数 是 荆 ， 则 对 广义 坐标 和 时 间 的 任 


意 函数 Fe ,z) 来 说 ， 函 数 L"= 工 + 针 ， 也 是 该 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ， 
即 由 工 得 出 的 运动 微分 方程 与 由 二 得 出 的 运动 微分 方程 相同 ， 试 证 明之 。 


题 2.7 图 
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2.9 设 广义 力 可 以 写 为 
aU, d /aU 
Q.=- 寻 + 训 ( 强 ) 

其 中 ，U= (g,g,t) 是 广义 坐标 、 广 义 速度 和 时 间 的 函数 ，g 是 gi}，g,，…，g, 的 缩写 。 今 
如 引入 工 ' 寺 TT- U, 试 证 上 满足 拉 格 朗 日 方程 
d /9L’Y 3 
二 ( 千 】 -0 

注 : 此 处 UU 称 为 广义 势能 。 

2.10 一 根 长 为 /无 重量 的 直 棒 的 下 端 与 光滑 的 铅 直 墙壁 接触 ， 棒 搭 在 固定 而 光滑 的 钉 
上 ,， 钉 与 墙壁 的 距离 为 4， 棒 的 上 端 B 挂 一 重 物 Q 如 图 所 示 ， 试 求 在 平衡 时 棒 和 铅 直方 向 所 
成 的 角 0。 


ww 性 


[ 答 ] 0=arcsin( 2) 


题 2.10 图 题 2.11 图 


2.11 如 图 所 示 ， 长度 同 为 :的 四 根 轻 棒 光 滑 地 连 成 一 蓉 形 
ABCD，AB，AD 的 边 支 于 同一 水 平 线 上 相距 为 2a 为 两 个 光滑 的 
钉 上 ，BD 间 用 一 轻 线 连接 ，C 点 系 一 重 物 W, 设 A 点 的 顶 角 为 
2a,， 试用 虚 功 原理 求 强 中 张力 了 。 


[ 答 ] T= Wtana ( 务 csca-1) 

2.12 一 国定 滑轮 上 穿 一 绳 ， 缉 一 端 挂 3kg 硅 码 ， 另 一 端 挂 无 “ 
重 滑轮 且 穿 一 根 绳 ， 绳 端 分 别 悬 挂 1kg 及 2kg 硅 码 ， 如 题 2.12 图 所 
示 。 试 用 动力 学 一 般 方程 求 每 个 硅 码 的 加 速度 。 

[ 答 ] aa= 臣 se， = 辣 &， a3=a 

2.13 在 光滑 的 水 平 桌面 上 放 着 质量 分 别 为 m2，，m3 及 ms 的 
三 个 物 块 ， 它 们 用 两 根 细 强 连接 起 来 ， 又 在 质量 为 m 的 物 块 上 固 


习 题 133 ， 


连 一 根 绳子 且 绕 过 滑轮 K， 在 绳 的 另 一 端 挂 上 质量 为 mi 的 物体 ， 假 设 三 根 绳子 的 重量 可 以 
忽略 且 它 们 都 不 能 伸 长 ， 试 求 质量 为 zi 的 物体 的 加 速度 a， 以 及 ms 与 m3 之 间 绳 的 张力 代 


[ 答 】 a 人 用 


mitm2t+ m3t+ ma 


(m3+ ma)* mig 
mitm2t+ m3t+ ma 


个 


题 2.13 图 


2.14 长 为 ! 质量 为 m 的 均匀 细 直 棒 ， 其 上 端 固定 ， 棒 与 铅 直方 向 成 6 角 进 行 匀速 转动 ， 
试用 达 朗 贝尔 原理 求 转动 周期 。 1 


本 27cosl 
( 答 ] 了 =2rM “3 从 
2.15 半径 为 r 的 均匀 重 球 可 以 在 一 具有 水 平 轴 的 ， 半 径 为 R 
的 固定 内 表面 滚动 。 试 求 贺 球 绕 平衡 位 置 做 微 振动 的 运动 方程 及 其 
周期 。 


[7 /{R- 

T= 2 也 (他) A 

其 中 ，9 为 圆柱 中 心 与 球 心 的 连 线 与 三 直线 间 的 夹 角 。 
2.16 ”如 力学 组 的 动能 了 和 势能 UU 可 用 下 列 两 函数 表示 

T= 方 (A1 + Art +A) (B+ B+.…+ Bg?) 
Ui+t Ut + U, 

UT AlTA2+ +A 
式 中 ，A;，B;，U;， 都 只 是 一 个 参数 g; 的 函数 。 则 此 力学 组 的 运动 问题 可 用 积分 法 求解 ， 斌 
证 明之 。 


题 2.15 图 
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3.1 勒 让 德 变换 


为 了 应 用 拉 格 朗 日 函数 和 由 它 导 出 的 拉 格 朗 日 方程 确定 力学 的 规律 ， 须 用 给 
定 系统 的 广义 坐标 和 广义 速度 的 方法 描述 系统 的 力学 状态 。 然 而 ， 这 样 的 描述 并 
不 是 唯一 的 方法 。 若 用 系统 的 广义 坐标 和 广义 动量 来 描述 ， 具 有 一 系列 优点 。 例 
如 ， 拉 格 朗 日 方程 是 用 * 个 独立 变量 来 描述 力学 系统 的 运动 ， 它 和 牛顿 方程 一 
样 ， 是 二 阶 常 微分 方程 组 ; 如 果 用 广义 坐标 和 广义 动量 作为 独立 变量 ， 虽 然 方程 
的 数目 由 原来 的 :个 变 成 2s 个， 但 微分 方程 由 二 阶 降 为 一 阶 ， 在 不 少 情形 下 后 
一 种 方法 比 拉 格 朗 日 方程 求解 更 方便 。 尽 管 如 此 ， 但 就 整体 而 言 ， 这 种 方法 对 力 
学 问题 的 直接 求解 ， 并 不 显得 比 拉 格 朗 日 方程 有 特别 高 明之 处 。 确 切 地 说 ， 后 一 
种 表述 的 优越 性 在 于 提供 了 一 个 在 许多 物理 学 领域 内 做 理论 推广 的 框架 ， 特 别 是 
研究 各 种 力学 的 普遍 问题 及 某 些 非 力学 问题 的 时 候 更 是 如 此 。 因 此 就 产生 了 如 何 
找 出 用 后 一 种 方法 描述 力学 系统 的 运动 方程 的 问题 。 

从 数学 观点 来 看 ， 把 用 广义 坐标 和 广义 速度 换 成 用 广义 坐标 和 广义 动量 来 描 
述 ， 无 非 是 从 一 组 独立 变量 换 成 另 一 组 独立 变量 而 已 。 

从 一 组 独立 变量 到 另 一 组 独立 变量 的 变换 ， 在 数学 上 叫做 勒 让 德 变换 (Leg- 
endre transformation)。 这 种 变换 不 仅 在 理论 力学 ， 而 且 在 热力 学 及 其 他 学 科 也 经 
常 遇 到 。 因 而 掌握 和 熟悉 勒 让 德 变 换 是 十 分 重要 的 。 

先 考察 两 个 变量 的 勒 让 德 变换 。 设 f= F(z,y) ， 则 


df=udz + wdy (3.1.1) 
其 中 
_9f _9f 
4 v7 (3.1.2) 


在 这 里 我 们 是 用 x ，y 作为 独立 变量 。 实 际 上 ， 根 据 问 题 的 需要 ，z，y，zw ，v 
中 任何 两 个 变量 都 可 以 作为 独立 变量 看 待 。 若 把 w，y 当 作 独立 变量 ， 则 由 式 
(3.1.2) 可 得 


r=x(u,y), v=v(u,y) (3.1.3) 
此 时 函数 了 亦 可 改 用 wx ，y 表示 ， 记 作 了 地 (xx，y)， 即 
flusy)= fizr(u,y),y| (3.1.4) 


3.2 了 哈密 顿 正 则 方程 .135 ， 


g8= -f+tur (3.1.5) 
对 上 式 进行 微分 得 
dg=—df+td(uz)= —-(udr+vdy)+(zxdut+udzr)= zxdu— vdy 
(3.1.6) 
如 果 g 是 x 和 y 的 全 微分 ， 则 
9g 9g 
也 一， dy 一? (3.1.7) 


把 丽 数 7(z,y) 变换 成 机 数 g| 3/ “| 的 变换 式 (3.1.5) 称 为 勒 让 德 变换 。g 
称 为 相对 于 变量 z 的 勒 让 德 变 换 。 式 (3.1.7) 中 的 
af 


sat) 
9z rx=x(u,y) 


可 见 ， 在 ( 旧 ) 函数 f 相对 于 (不 要 的 变量 ) z 的 勒 让 德 变换 中 ， 新 函数 (如 
g) 等 于 不 要 的 变量 (如 z+) 乘 以 原来 的 函数 〈 如 /) 的 偏 徽 商 ( 3 } 再 减 去 原来 
的 函数 (如 万。 新 变量 (如 wu) 就 等 于 原来 的 函数 (如 /) 对 不 要 的 变量 (如 
z) 的 偏 微 商 (w= £)。 这 个 法 则 可 以 推广 到 多 个 变量 的 情况 。 


(3.1.8) 


3.2 哈密 顿 正 则 方程 


3.2.1 哈密 顿 正 则 方程 
拉 格 朗 日 函数 是 广义 坐标 和 广义 速度 的 函数 ， 它 的 全 微分 等 于 
此 = 忆 生 do+ 习 站 (3.2.1) 


根据 式 〈2.11.12)， 微 商 3 过 就 是 广义 动量 ， 即 


于 = (3.2.2) 
而 由 拉 格 朗 日 方程 知 
DT doL 。 
ao 一 30 一方 (3.2.3) 
考虑 到 式 (3.2.2) 和 (3.2.3)， 可 把 式 (3.2.1) 写成 
dL = 六 de + 2 pidg (3.2.4) 


现在 我 们 把 式 (3.2.4) 中 的 第 二 项 写成 
pidds = d Spgs) -bidp (3.2.5) 


， 136 ， 第 三 章 ”哈密 顿 力学 


把 式 (3.2.5) 代 人 式 (3.2.4)， 又 把 全 微分 d( > pad ) 移 到 等 式 左 端 ， 并 改变 
所 有 各 项 的 符号 得 
d( pa 和 L)= -2 dg; 十 2 gidp: 


微分 符号 下 的 量力 是 系统 的 能 量 [ 见 式 (2.10.13)]， 当 它 通过 坐标 和 动量 来 表 
达 时 ， 叫 做 系统 的 哈密 顿 函 数 


H(g,p,t) = 2pai-L (3.2.6) 
把 坐标 和 动量 在 其 中 是 独立 变量 的 微分 等 式 
dH =— 2 pidg; 十 2gidp; (3.2.7) 
和 
dH = > dt Dn 5 db (3.2.8) 
进行 比较 ， 我 们 得 出 方程 
员 5 及 
” 9z 
(3.2.9) 
六 aa: 


称 为 哈密 顿 方程 。 它 们 组 成 2; 个 未 知 数 p(z) 和 g(t) 的 2s 个 一 阶 微分 方程 组 ， 
代替 由 拉 格 朗 日 方法 所 得 到 的 二 阶 方程 。 由 于 它们 在 形式 上 简单 且 对 称 ， 所 以 也 
叫 哈 密 顿 正则 方程 。 以 哈密 顿 方程 描述 运动 ， 称 为 哈密 顿 力 学 。 
哈密 顿 函数 对 时 间 的 全 微 商 是 
dH _ 9H 9H-. + 


由 3 了 (3.2.10) 


9p: 
如果 扫 广 各 (3.2.9) 遇 的 训 = 虽 和 思 一 一 旨 代入 上 式 ， 风 最 后 机 项 相互 折 
消 ， 于 是 

dH _3H 


di = 37 (3.2.11) 
特别 是 当 哈 密 顿 函数 不 显 含 时 间 时 ， 则 

dH _ 

=0 (3.2.12) 


方程 (3.2.12) 说 明 ， 如 果 五 不 显 含 时 间 ， 哈 密 顿 函数 是 个 守恒 量 。 如 前 所 述 
(2.10 节 )， 若 势能 与 速度 无 关 ， 且 直角 坐标 zj 与 广义 坐标 g; 之 间 的 变换 方程 
不 显 含 时 间 ， 则 哈密 顿 函数 等 于 总 能 量 了 + 品 ， 在 这 种 条 件 下 ， 若 "型 = 0， 屠 
么 刀 = const， 我 们 又 再 次 得 到 了 能 量 守 恒定 律 ， 也 就 是 
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> pi — = const (3.2.13) 


这 个 结果 与 式 (2.10.6) 在 外 形 上 完全 相同 ,但 是 ， 在 第 二 章 该 式 左 端 理解 成 q 
和 g 的 函数 ， 而 在 这 里 则 理解 为 4 和 p 的 函数 。 

除了 动力 学 的 变量 9，9 或 ag，p 外 ， 拉 格 郎 日 函数 和 哈密 顿 函数 还 包含 各 
种 参量 ， 这 些 参量 是 描述 系统 本 身 的 特性 或 者 作用 在 系统 上 之 外 场 特性 的 。 假 定 
4 是 这 些 参 量 中 的 任 一 个 ， 把 它 看 成 变量 ， 那 么 代替 式 (3.2.4)， 我 们 有 


dL = Dpidq; + Dpidds + Heda (3.2.14) 
而 代替 式 (3.2.7) 可 得 

dH =— Dpdg: + Dgidp: ~ Eda (3.2.15) 
从 这 里 我 们 立刻 得 到 联系 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函数 对 于 4 的 偏 微 商 的 关系 式 


六 ) =- 人 (路 | (8.2.16 
( 冬 psg 94 fa,g 2.16) 


在 偏 微 商 旁 的 下 标 是 指 ， 当 在 对 态 微分 时 ，p 和 g 是 不 变 的 ， 而 在 对 工 微分 时 ， 
g 和 g 是 不 变 的 。 . 

应 当 注 意 ， 在 从 式 (3.2.4) 到 (3.2.7) 的 变换 中 ， 并 没有 写 出 带 dt 的 项 
以 及 可 能 有 的 拉 格 朗 日 函数 对 时 间 有 明显 依赖 关系 的 项 ， 这 是 因为 该 项 在 这 种 情 
形 下 仅仅 起 着 和 所 做 变换 无 关 的 参数 的 作用 。 像 公式 (3.2.16) 一 样 ，L 和 五 
对 时 间 的 偏 微 商 之 间 也 由 下 述 关系 式 联系 


| (入 
一 一 3.2.17 
(3 p,q 9t qq ) 


3.2.2 入 环 坐标 


通常 把 广义 坐标 和 广义 动量 这 一 对 量 称 为 正则 共 斩 量 。 若 gi 在 哈密 顿 函 数 

互 中 不 出 现 ， 根 据 哈密 顿 正 则 方程 (3.2.9) 
pe= ~ 了 学 =0 
则 
pr = const 

那么 ， 与 坐标 gs 共 轿 的 动量 pi 是 运动 积分 ， 这 个 运动 积分 通常 称 为 循环 积分 。 
在 哈密 顿 函数 玉 中 不 显 含 的 某 一 广义 坐标 qi 称 为 循环 坐标 或 可 遗 坐标 〈 因 为 它 
不 包含 在 昌 中 )。 对 于 任 一 循环 坐标 ， 都 有 一 对 应 的 循环 积分 。 根 据 式 
(3.2.16) 可 知 ， 如 果 gi 不 显 含 在 拉 格 朗 日 函数 工 中 ， 则 它 也 不 显 含 在 哈密 顿 函 
数 互 中 ; 反之 , 若 qi 不 显 含 在 日 中 ， 则 它 也 不 显 含 在 L 中 。 若 在 太 中 是 循环 
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坐标 ,在 上 中 同样 也 是 循环 坐标 。 但 要 注意 ，L 中 不 含 某 一 广义 坐标 o， 并 不 
意味 着 也 不 包含 广义 速度 gs。 一 般 来 说 ， 相 对 于 该 坐标 的 广义 速度 是 仍然 会 出 
” 现 的 。 因 而 ,循环 坐标 和 相对 应 的 广义 动量 守恒 从 哈密 顿 方程 似乎 反映 得 特别 明 
显 。 特 别 是 ， 当 系统 具有 对 称 性 时 ， 直 接 从 哈密 顿 函数 就 可 以 求 出 这 个 守恒 量 。 
俩 如， 假定 质点 系 对 某 一 给 定 轴 为 对 称 轴 ， 则 互 函数 对 绕 此 轴 转 动 是 一 个 不 变 
量 ， 所 以 互 函数 显然 不 包含 这 个 转动 的 角 坐 标 ， 从 而 这 个 角 坐 标 (6) 是 一 个 循 


环 坐标 ， 它 所 对 应 的 角 动 量 ps 必 和 守恒 ， 其 原因 乃 是 p= - 守 =0。 


虽然 说 若 在 互 中 是 循环 坐标 ， 则 在 工 中 同样 是 循环 坐标 ， 反 之 亦 然 。 然 
而 ， 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方程 在 处 理 循环 坐标 上 却 有 原则 性 的 差别 。 这 正 是 我 
们 下 面 要 特别 说 明 的 。 

因为 拉 格 朗 日 方程 是 关于 广义 坐标 的 ， 且 含有 二 阶 微 商 的 微分 方程 或 方程 
组 ， 所 以 在 拉 格 朗 日 表述 中 ， 广 义 动量 守恒 说 明 ， 由 广义 坐标 、 广 义 速度 和 时 间 
表示 的 广义 动量 函数 的 函数 值 在 时 间 过 程 中 保持 不 变 ; 在 哈密 顿 表述 中 ， 广 义 动 
量 的 地 位 发 生 了 变化 ， 它 和 广义 坐标 均 是 地 位 平等 的 独立 变量 ， 与 广义 坐标 一 
样 ， 是 系统 正则 坐标 中 的 一 部 分 ， 广 义 动 量 积分 本 质 上 就 是 一 个 独立 的 正则 坐标 
值 在 时 间 过 程 中 保持 不 变 。 

由 于 以 上 的 区 别 ， 在 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方程 的 两 种 不 同 表述 中 ， 处 理 带 
有 循环 坐标 问题 的 方法 也 有 不 同 。 

为 简单 起 见 ， 假 定 循环 坐标 只 有 一 个 ， 编 号 为 %， 在 拉 格 朗 日 方程 中 的 拉 格 
朗 日 函数 

L=L(qi,g2, ,gk 1 get1 ,ds 91929 "das" st) (3.2.18) 
虽然 qs 不 是 含 在 函数 上 中 ， 但 函数 L 中 仍 会 含有 gi。 而 qi 一 般 也 不 等 于 常数 ， 
所 以 我 们 面临 的 仍然 是 * 个 自由 度 系统 的 拉 格 朗 日 函数 。 这 就 是 说 ， 一 般 不 允许 
从 广义 动量 积分 pi (qi,g2,… ge gs i592 Gagest) = cx 有 反 解 
出 4 作为 qj，g2, gj gerls gq; 和 qi，g2，…，qp，…， gs 以 及 1 
的 函数 ， 并 以 此 代入 拉 格 朗 日 函数 式 (3.2.18)， 然 后 把 得 到 的 结果 看 成 ; -1 个 
自由 度 的 拉 格 朗 日 函数 。 这 是 可 以 理解 的 ， 因 为 这 样 做 了 以 后 ， 相 当 于 引入 了 各 
广义 坐标 g 和 广义 速度 g 以 及 时 间 z 之 间 必 然 满 足 的 一 个 关系 式 ， 因 而 违反 了 拉 
格 朗 日 方程 的 要 求 。 在 拉 格 朗 日 方程 中 ， 拉 格 朗 日 函数 对 任何 一 个 广义 坐标 或 广 
义 速 度 求 偏 微 商 时 ， 应 该 把 其 他 一 切 广义 坐标 和 广义 速度 都 看 作 不 变 的 常数 。 

然而 ， 如 果 是 蛤 密 顿 方程 ， 情 况 就 不 一 样 ， 广 义 动量 本 身 就 是 独立 变量 。 先 
用 广义 动量 的 积分 常数 值 代 人 哈密 顿 函 数 以 减少 哈密 顿 函 数 中 独立 变量 的 数目 ， 
即 减少 自由 度 ， 然 后 再 把 结果 代 人 哈密 顿 方 程 ， 这 并 不 违反 哈密 顿 方 程 的 要 求 ， 
因而 是 完全 合法 的 。 一 般 来 说 ， 如 果 gs 是 循环 坐标 ， 这 时 pi = cx 是 常数 ， 我 们 
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可 以 首先 用 cx 代 幸 互 函数 中 的 广义 动量 Pp,， 得 出 的 结果 是 

H=H(g1,g2,""" ,qe -1 qe+2°"" ,ss Pi1s pas s ck" ,psst) (3.2.19) 
于 是 ， 从 问题 一 开始 ， 就 化 成 了 :一 1 个 自由 上 度 的 问题 。 以 此 作为 ;一 1 个 自由 度 
系统 的 哈密 顿 沙 数 ， 代 入 哈密 顿 方程 
aH ; 9H 
30 Pi Tog; 
可 以 解 出 ;一 1 个 自由 度 问题 的 解 ， 然 后 把 解 出 的 结果 代入 第 个 自由 度 的 哈密 
顿 方程 ， 就 可 以 通过 计算 积分 


di (=1,2,…,R 一 1,R+1…sS) (3.2.20) 


9 
gq = | 经 . (3.2.21) 


来 独立 地 求 第 个 自由 度 的 运动 。 从 上 述 意 义 来 说 ， 在 哈密 顿 表述 中 ， 与 循环 
坐标 有 关 的 自由 度 是 完全 可 以 分 离 的 。 所 以 循环 坐标 又 称 为 可 遗 坐标 ， 意 思 说 是 
暂时 用 不 着 管 的 坐标 。 


3.2.3 直接 从 最 小 作用 量 原理 导出 哈密 顿 正则 方程 


值得 指出 ,正则 运动 方程 也 可 以 直接 从 最 小 作用 量 原理 通过 变 分 法 获得 。 如 
果 以 广义 坐标 和 广义 动量 作为 独立 变量 ,根据 式 (3.2.6) 把 拉 格 朗 日 冰 数 表示 为 


L = 2p9: - H(q,p,t) (3.2.22) 
因而 式 (2.5.2) 所 表述 的 最 小 作用 量 原理 现在 可 以 写成 下 面 的 积分 形式 
| (5p - H)dt = 0 (3.2.23) 
对 上 式 进行 变 分 运算 得 
p> (pidg: + qidp; 一 Fo da 一 Fp 9p)dt =0 (3.2.24) 


注意 : 在 哈密 顿 表 述 中 ，g 和 p 看 作 独 立 变 量 ， 而 g 不 再 认为 是 独立 的 变量 了 。 
大 家 知道 ， 变 分 运算 和 微分 运算 可 以 交换 ， 即 


让 = og (3.2.25) 
利用 式 (3.2.25) 可 把 式 (3.2.24) 中 的 第 一 项 写 为 
| Bp8dd = | Sp Logdt (3.2.26) 


对 上 式 进行 分 部 积分 


|° Dp gd = Dpidg; 


t2 i 
一 | Ddp, (3.2.27) 
ti 1 i 
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由 于 6g; 在 积分 限 t 和 ts 处 为 零 ， 所 以 上 式 积 出 的 项 为 零 ， 于 是 


上 2 pidgidt =-|" 2 pidgidt (3.2.28) 
将 式 (2.2.28) 代入 式 (3.2.24) 可 得 
3 (G8) (b+)ag la =0 (3.2.29) 


因为 6g; 和 6p; 是 独立 的 、 任 意 的 ， 要 式 (3.2.29) 为 零 ， 只 有 每 个 小 括号 都 等 
于 零 才 有 可 能 ， 因 而 得 


(3.2.30) 


这 正 是 哈密 顿 正 则 方程 。 
3.2.4 哈密 顿 正 则 方程 应 用 示例 


下 面 举 个 例子 说 明 哈 密 顿 正 则 方程 的 应 用 。 
例 电子 的 运动 
设 电荷 为 -e 质量 为 m 的 电子 ， 在 电荷 为 Ze 的 核 力 场 中 运动 ，Z 为 原子 序数 ， 
试用 正则 运动 方程 研究 电子 的 运动 。 
解 ”原则 上 这 个 问题 用 牛顿 运动 方程 、 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 正则 方程 都 能 
解 ， 这 里 我 们 题目 要 求 用 正则 方程 进行 讨论 。 
选 球面 坐标 >,0,9 为 广义 坐标 ,如 图 3.1 所 示 。 
在 球面 坐标 中 速度 的 平方 为 
v=s?=72+ 2 G2 + r2sin? Op? (1) 
所 以 ， 质量 为 m 的 电子 在 核 力 场 中 以 速度 v 运动 时 ， 它 的 动能 为 
T= 六 mo?= 二 m(72+ r2 02 十 r2sin20p2) 
(2) 
电荷 间 相 互 作用 的 库仑 力 是 保守 力 ， 其 势能 为 
1 Ze’ 


U= ~ 4reo r -7 (3) 
其 中 
Ze’ 
4reo0 
式 中 ，eo 为 真空 中 的 介 电 常 数 。 拉 格 朗 日 函 


图 3.1 电子 的 运动 数 为 
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L=T-U= Dm(7? +r202+r? sin2bp2) + (4) 
现在 来 计算 p; 
oL . 
Pr 7 mr 
9 了 。 
po— :=mr 0 (5) 
90 
py = 元- = mr?sin bp 
哈密 顿 函数 
H= 2 pa: 一 工 


= pr+pobt+ pp—L 


= zar2 + mr? 62 + mr?sin 20p? — m7 + r* 0 + rsin Op’) -地 


二 m7 + 7r2 62 二 rsin2bp?) 一 本 


_ 1 (pe ps py )- a 
2m \Pr + r? rzsin26 r (6) 
把 五 的 表达 式 代入 正则 运动 方程 
. _9H 
di 37， | 
四 aH (= 了， 0， 0P) 
i ggi 
得 到 
_9H_p, 
ap, m 
Es 
9pe mr? 
aH_ py» 
? 9pe mr?sin?0 | 
- 2 2 人 (7) 
p= oH _ ps | Py a 
" 9r mr? mrisin0 7 
._ 9H pycosO 
te 90 mrisin?0 
, 9H 
jp 二 ap 二 0 
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这 就 是 由 哈密 顿 正 则 方程 求 出 的 电子 在 核 力 场 中 的 运动 方程 。 因 五 中 不 含 p， 
故 有 ps 二 c，c 为 常数 ， 则 p= 3s 进而 得 


bo= C cosb (8) 


mr“sim 0 


又 由 式 (5) 第 二 式 得 


po= (mr? 6) (9) 
从 而 得 到 
c2cosb 
mr 人) 一 (10) 
由 式 (5) 的 第 一 式 得 
p;= mr (11) 
而 式 (7) 的 第 四 式 可 以 写成 
. (mr? 6 0? a 
Pr = mr3 173sin20 72 
c2 


- 吨 (12) 


一 2 


于 是 得 到 


+ 急 =0 (13) 


式 (10) 和 (13) 都 不 含 p， 故 知 电子 是 在 一 平面 内 运动 。 这 正 是 我 们 所 预期 
的 。 因 电子 所 受 的 力 是 有 心力 (关于 有 心力 有 专门 一 章 讲解 ， 见 第 四 章 )。 如 果 
令 此 平面 为 p=0 的 平面 ，p=0， 从 而 c=0， 而 电子 在 平面 内 的 方程 变 为 


mr 一 mr? 82+ 生 =0 (14) 


mr—mr0”— 3 


ad 20、 -一 
dz (mr*0) =0 
此 例 的 目的 在 于 说 明 用 正则 运动 方程 解 题 的 步骤 。 不 过 用 正则 方程 来 解 这 类 
简单 问题 ， 可 能 反而 显得 迁 回 ， 但 在 较 复杂 问题 中 ， 却 能 显示 出 它 的 优越 性 。 
3.3” 相 空间 和 刘 维 定理 


前 面 我 们 曾经 指出 ， 用 广义 坐标 g; 可 以 定义 一 个 * 维 的 位 形 空间 ， ys 
间 的 每 一 点 均 代表 系统 菜 一 确定 状态 。 同 样 ， 用 广义 动量 户 和 
维 的 动量 空间 ， 该 空间 的 任 一 点 代表 某 _- 一 确定 的 运动 条 件 。 位 形 空 间 中 任 一 
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点 只 能 确定 每 个 质点 的 位 置 ， 而 不 能 提供 任何 关于 质点 运动 的 情况 。 自 然 ， 对 于 
动量 空间 也 是 这 样 。 

我 们 可 以 信 用 几何 方法 讨 从 力学 系统 的 运动 状态 。 用 gl ，g2，…，g, 和 pi1， 
PP2，"…，p; 为 直角 坐标 构成 一 个 2s 维 空间 。 这 个 空间 又 名 为 相 空间 ， 也 叫 相 
宇 。 这 里 “ 相 ” 的 意义 指 运动 状态 。 这 个 名 词 是 由 著名 的 统计 物理 学 奠基 者 吉 布 


斯 引进 的 。 相 空间 任 一 点 代表 力学 系统 确定 的 运动 状态 ， 这 个 点 称 为 这 系统 的 代 


表 点 或 相 点 。 当 时 间 改 变 时 ， 力学 系统 的 运动 状态 改变 ， 因此 代表 点 将 在 相 空间 
中 运动 。 当 系统 运动 时 ， 即 系统 的 状态 发 生变 化 时 ，g; 或 记 中 一 个 或 多 个 的 数 
值 发 生变 化 ， 于 是 代表 点 在 相 空间 中 移动 ， 画 出 一 条 线 来 ， 称 为 相 轨 道 。 相 轨道 
由 运动 正则 方程 (3.2.9) 唯一 确定 。 由 于 在 物理 问题 中 出 现 的 哈密 顿 函 数 及 其 
微 商 必须 是 单 值 函数 ， 故 根据 正则 方程 (3.2.9)， 经 过 相 空 间 中 任 一 点 的 轨道 只 
能 有 一 个 (因为 轨道 的 运动 方向 完全 由 g 和 jp; 决定 )。 当 力学 系统 从 不 同 的 初 态 
出 发 而 运动 ， 在 相 空 间 中 的 代表 点 就 沿 着 不 同 的 轨道 而 运动 。 这 些 不 同 的 轨道 都 
是 互 不 相交 的 。 因 为 假若 相交 ， 则 经 过 相交 点 有 两 个 不 同 的 轨道 ， 这 与 哈密 顿 函 
数 必须 是 单 值 郴 数 相 了 矛盾 ， 所 以 是 不 可 能 的 。 
假设 我 们 所 讨论 的 是 保守 力学 系统 ， 其 能 量 不 随时 间 变 化 ， 故 
H(g,p)=E (3.3.1) 
其 中 , EE 是 一 个 常数 ， 是 正则 运动 方程 一 个 积分 常数 。 在 相 空间 中 ,方程 
(3.3.1) 代表 一 个 2s -1 维 的 曲面 。 保 守 系 在 相 空 间 中 的 代表 点 所 走 的 轨道 一 定 
位 于 能 量 曲面 上 。 

我 们 可 以 认为 代表 点 足够 多 ， 从 而 可 以 定义 一 个 相 密 度 o。 当 然 ， 用 以 定义 
相 密 度 的 相 空 间 体积 元 必须 足够 大 ， 以 包含 大 量 的 代表 点 ; 但 是 ， 他 们 又 必须 足 
够 小 ， 从 而 密度 可 以 看 作 是 连续 变化 的 。 设 位 于 相 空 间 体积 元 dT 内 代表 点 的 数 
目 为 dN， 则 


dN = pdr (3.3.2) 
其 中 
dT'= dgidg2*…dg,dp1dp2*…dp, (3.3.3) 
一 般 情况 下 ， 代 表 点 密度 随时 间 和 地 点 不 同 而 不 同 ， 所 以 
p=p(g1,"", qs, pi , ps,t) (3.3.4) 


现在 我 们 来 证 明 一 个 重要 定理 ， 即 刘 维 定理 。 这 个 定理 说 ， 保 守 力学 系统 在 
相 空 间 中 代表 点 的 密度 在 运动 中 保持 不 变 。 

考虑 相 空间 g; - p; 平面 内 的 一 个 面 元 ( 见 图 3.2)。 单 位 时 间 通 过 左 侧 边界 
进入 面 元 内 的 代表 点 数目 为 


dg; 。 
ba qe dP: = pqgidp; 
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图 3.2 相 空 间 


而 单位 时 间 通 过 底 边 进入 面 元 内 的 代表 点 数目 为 
2 aa = ppidg:; 
所 以 单位 时 间 内 进入 面 元 dp,dp; 的 代表 点 总 数 为 
plgqidp; + pidqg:i) 
通过 泰勒 展开 求 得 ， 单 位 时 间 内 从 面 元 运动 出 去 的 代表 点 总 数目 近似 地 为 


Loi; + 3 (pds) dg dp + [pbs + 5. (phi)dpr dg 
单位 时 间 内 在 面 元 dgidp; 内 代表 点 数 由 pdqidp; 变 为 (6 + 3 jdgidp: ， 所 以 ， 
代表 点 数 增加 的 量 为 
9 办] ， 9 。 
Fdgidp: = 一 Ea 十 a5 (06:) |aoadn 
将 此 式 对 所 有 可 能 的 ; 值 求 和 ， 求 得 


9p 5 9p. 9g:; 9p. ap; 
2 | od + yp + ooh |=0 (3.3.5) 
根据 哈密 顿 方程 (3.2.9) 
Gg _9H 
2 ap. 
fi (3.3.6) 
-__9H 
Pf: 9g; 
如 果 互 的 二 阶 偏 微 商 是 连续 的 ， 我 们 有 
29 ,9pi -0 (3.3.7) 


99; 9p; 
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考虑 到 式 (3.3.7), 式 (3.3.5) 变 为 


9 全 Laa dt Yap; d i=0 (3.3.8) 
然而 这 正 是 o 对 时 间 z 的 全 微 商 ， 所 以 得 到 
dp_ 
dt 0 (3.3.9) 


这 个 重要 的 结论 就 是 著名 的 刘 维 定理 。 于 是 刘 维 定理 得 到 证 明 。 这 个 定理 中 所 说 
的 代表 点 是 指 同一 力学 系统 的 不 同 起 始 状态 所 构成 的 不 同 代 表 点 。 这 些 代表 点 各 
自 独立 地 沿 着 正则 运动 方程 所 规定 的 轨道 运动 。 当 这 一 群 代表 点 由 相 空间 中 一 个 
区 域 开始 运动 ， 经 过 一 定 的 时 间 后 将 移动 到 另外 一 个 区 域 。 刘 维 定理 指出 ， 在 新 
区 域 中 代表 点 的 密度 等 于 出 发 区 域 中 代表 点 的 密度 。 根 据 刘 维 定理 ， 相 空间 的 代 
表 点 在 运动 中 没有 集中 或 分 散 的 倾向 ， 而 保持 原来 的 密度 不 变 。 
应 用 正则 运动 方程 ， 也 可 以 把 式 (3.3.8) 改写 为 
9 "|i9p aH 9p 9H 
3 之 9g; ob; 39j 99: 
这 是 刘 维 定理 的 另 一 种 数学 表达 式 ， 它 是 一 群 代表 点 所 遵循 的 运动 方程 。 
必须 强调 指出 ， 我 们 之 所 以 能 够 证 实 相 密度 o 的 不 变性 ， 只 是 因为 该 问题 
是 在 相 空 间 表述 的 。 对 于 位 形 空间 相应 的 理论 是 不 存在 的 。 因 此 ， 在 统计 力学 
中 ， 关 于 系统 的 讨论 须 用 哈密 顿 力学 ， 而 不 是 拉 格 朗 日 力学 。 


= 0 (3.3.10) 


3.4 泊 松 括号 


泊 松 括号 是 理论 物理 学 中 经 常用 到 的 一 种 符号 。 如 果 用 广义 坐标 和 广义 动量 
来 描写 系统 的 力学 状态 ， 同 时 用 哈密 顿 函数 来 描写 系统 的 力学 性 质 ， 则 系统 的 动 
力学 规律 还 可 以 用 泊 松 括号 来 描写 。 力 学 的 泊 松 括号 形式 非但 能 给 我 们 提供 一 些 
处 理 经 典 力 学 问题 的 特定 方法 ， 更 重要 的 是 ， 这 种 形式 对 量子 力学 的 发 展 起 过 重 
大 作用 。 它 使 我 们 能 用 一 种 类 比 的 方法 从 经 典 力学 过 渡 到 量子 力学 。 


3.4.1 泊 松 括号 的 定义 及 其 性 质 


设 f(g,p,t) 是 保守 完整 系统 力学 状态 的 某 一 函数 ， 系 统 的 运动 由 正则 方程 
. a 
di 9p, 

.99H 

pi di 


描述 。 函 数 上 对 时 间 的 全 微 商 


(i=1,2,.…,s) (3.4.1) 
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5 19f. of . . 
应 用 哈密 顿 正则 方程 (3.4.1) 可 将 上 式 改 写 为 
df 3/ _ 


(3.4.3) 


9f aH 39f 3H 
dt 9t + 和 aa Op: 9p; 下 
人 们 把 上 式 等 号 左边 的 第 二 项 ， 即 由 函数 f 和 哈密 顿 函 数 巨 所 组 成 的 具有 对 称 
形式 的 物理 量 称 为 泊 松 括号 ， 记 作 [A， 互 ] 
s\|19f9 9f 9 
名 -六 妆 | 

所 以 也 可 以 说 ， 泊 松 括号 是 一 种 缩写 符号 。 一 般 地 说 ， 任 意 两 个 力学 量 p(9,p， 
i) 和 y (gq,p,t) 的 泊 松 括号 的 定义 为 


(3.4.4) 


[p,y] = 之 车 2 - 3 | (3.4.5) 
泊 松 括号 具有 下 述 性 质 ， 这 些 性 质 都 很 容易 由 定义 导出 。 
1) 两 函数 p，y 在 泊 松 括号 中 的 次 序 对 调 ， 则 泊 松 括号 变 号 
[og,y]=-[y,p]=[-y,9]=[y,- 9] (3.4.6) 
若 两 函数 中 其 一 为 常数 ， 则 泊 松 括号 为 零 
[c,y]=0 (3.4.7) 
式 中 ，c 为 常数 。 
2) 广义 坐标 和 广义 动量 的 泊 松 括号 
[gi, gq;] =0 (3.4.8) 
[pi, p;] =0 (3.4.9) 
[gq;, p:;] -== 2) (3.4.10) 
3) 泊 松 括号 对 变量 x 的 微 商 
[p01 | g]+ 9,2 | (3.4.11) 
4) 三 个 函数 所 组 成 的 泊 松 括号 有 下 列 关系 存在 
[7y, p+y] = [y, 9] + [wy, #] (3.4.12) 
[y, gp] = [y, pg] yt+op [ny, y] (3.4.13) 


[7, [op, G1 + [yo, [yg, v7)] + fy, [yy, p91] =0 (3.4.14) 
其 中 , 式 (3.4.14) 叫做 泊 松 恒等式 ， 又 称 为 雅 可 比 恒等式 。 


3.4.2 动力 学 方程 的 泊 松 括号 表示 
当 采 用 泊 松 括号 后 ， 力 学 量 /Cg ,p,t) 随时 间 变 化 的 动力 学 规律 可 表述 为 
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df _9f 

= +[f,H] (3.4.15) 

特别 是 ， 如 果 力 学 量 只 与 广义 坐标 和 广义 动量 有 关 ， 而 不 显 含 时 间 ， 则 上 式 化 为 
广 = [f,H] (3.4.16) 


使 用 泊 松 括号 时 ， 要 注意 所 有 的 9 ， 都 是 互相 独立 的 ， 任 意 一 个 对 另外 一 个 的 
偏 微 商 都 等 于 零 ， 例 如 


9p; _0 9p:; 29 _ 329i _ 


9dgq; 7 ap; 0 ap; ， ag 0 
而 相同 的 p，g 相互 取 偏 微 商 则 等 于 1， 例 如 
gpi _ di _ 
ap: 9g ! 
这 样 ， 如 果 f= g;， 或 者 f= p;, 方程 (3.4.16) 就 变 为 
qi=[gi,H] | 
, 1=1,2,.…， 3.4.17 
b=[p,H] ( 5) ( ) 


按 定义 式 (3.4.4) 展开 这 两 式 左边 的 泊 松 括号 ， 立 刻 可 以 看 出 ， 它 们 正 是 哈密 
顿 正则 方程 本 身 ， 所 以 ,方程 (3.4.17) 可 以 看 成 是 动力 学 方程 (3.4.15) 中 的 
基本 方程 。 - 


3.4.3 运动 积分 与 泊 松 括号 


我 们 知道 ， 若 系统 的 一 个 力学 量 /(q,p,:) ， 其 自 变量 w 和 户 随时 间 按 一 
定 的 力学 规律 变化 时 ， 如 果 这 个 力学 量 的 值 仍 保持 为 常数 ， 则 称 为 该 系统 的 一 个 
运动 积分 。 

根据 式 (3.4.15), 力学 量 f(g,p,t) 是 系统 运动 积分 的 必要 和 充分 条 件 是 


+Lf,HI=0 (3.4.18) 
特别 是 ， 如 果 了 不 显 含 时 间 :， 则 f(g ,p) 是 运动 积分 的 条 件 变 成 
[f,H]=0 (3.4.19) 


这 就 是 说 ， 当 力学 量 f(g ,p) 不 显 含 时 间 ， 若 它 和 系统 的 哈密 顿 函 数 日 的 泊 松 
括号 等 于 零 ， 则 它 必然 是 系统 的 一 个 运动 积分 。 

运动 积分 的 最 简单 的 例子 是 ， 如 果 系 统 的 哈密 函数 旷 不 显 含 时 间 :， 则 显然 
可 见 

H=[H,HJ]=0 (3.4.20) 

也 就 是 说 ， 这 时 系统 的 哈密 顿 函数 本 身 是 一 个 运动 积分 。 

运动 积分 的 另 一 个 例子 是 ， 如 果 哈 密 顿 函数 不 显 含 某 一 广义 坐标 gs ， 这 时 
由 于 
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[pi,H] = > ( 才 5 50 2) (3.4.21) 
且 gi 以 及 户 之 间 是 独立 变量 的 关系 ， 于 是 ， 由 于 5 全 =0 得 出 
Lp;,Hl=0 (3.4.22) 
所 以 ,与 广义 坐标 gs 共 思 的 广义 动量 ps 是 运动 积分 。 
利用 泊 松 括号 ， 有 时 能 从 系统 的 两 个 已 知 的 运动 积分 推导 出 系统 的 第 三 个 运 
动 积 分 。 显 然 这 是 求解 动力 学 方程 或 根据 动力 学 方程 推导 系统 力学 性 质 的 一 种 方 
法 。 这 种 方法 的 依据 是 下 面 的 泊 松 定理 。 
泊 松 定理 : 如 果 pg(g,p,t) 和 yl(g,p,i) 是 某 个 系统 的 两 个 运动 积分 ， 那么 
由 它们 所 构成 的 泊 松 括号 也 是 运动 积分 ， 即 
[p ,y 1]= const (3.4.23) 
证 明 : 如 果 p 和 yy 不 显 含 时 间 ， 则 这 个 定理 证 明 十 分 简单 。 可 令 泊 松 恒 等 
式 (3.4.14) 中 一 个 函数 为 互 ， 则 
[H,[o,ygll+[o,Ly,HI]+[y,[H,g]]=0 (3.4.24) 
已 知 g 和 y 为 系统 的 运动 积分 ， 所 以 [y, 晶 ]=0，[ 互 ,pg]=0， 从 而 上 式 的 后 两 
项 为 零 ([p,Ly, 日 ]]=0,[y,[H,g]]=0)。 于 是 必 有 [日 ,[p,y]]=0， 因 此 [9， 
由] 为 运动 积分 。 
如 果 p 和 y 显 含 时 间 ，[ pp,y] 的 时 间 导 数 是 


Hg,g]=F [9,9]+[[g,g],H] 


ot 


因 gp 和 y 是 系统 的 运动 积分 ， 所 以 
9 9 
FH,p], FLH,y] 
将 其 代入 前 面 的 方程 得 
SL9,9]=[[H,g1, 9]+ [gLH,g]]+ [9,1,H] 


=[[H,p],yj+[[y,H),p]+[l[9,y1,H] 
根据 泊 松 恒等式 ， 上 式 的 右边 等 于 零 。 于 是 得 出 ， 这 时 [gp,y] 不 随时 间 变 化 。 
如 果 [yp,y] 仍然 是 正则 变量 的 函数 ， 就 说 明 它 是 一 个 运动 积分 。 
利用 泊 松 定理 ， 似 乎 只 要 知道 正则 方程 的 两 个 运动 积分 ， 就 可 以 求 出 其 余 的 
运动 积分 ， 从 而 使 运动 微分 方程 的 求解 问题 得 到 全 部 解决 。 其 实 这 是 一 种 过 于 理 
想 的 想法 。 实 际 情况 是 ， 由 两 个 已 知 的 运动 积分 所 构成 的 泊 松 括号 往往 与 原来 的 
运动 积分 并 不 彼此 独立 。 有 时 也 会 出 现 这 样 的 情况 ， 两 个 运动 积分 的 泊 松 括号 等 


= [38,0]+ [9.2 | titre, gH] 
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于 常数 ， 或 者 只 是 恒等式 。 而 在 另 一 些 情 况 下 ， 得 到 的 运动 积分 ， 可 能 只 是 原来 
运动 积分 的 线性 组 合 。 如 果 说 既 不 发 生前 一 种 情况 ， 也 不 发 生 后 一 种 情况 ， 那 么 
泊 松 括号 给 出 新 的 运动 积分 。 

泊 松 括号 和 量子 力学 有 密切 关系 。 方 程 (3.4.10) 与 量子 条 件 是 相应 的 。 正 则 
方程 用 泊 松 括号 表示 的 形式 (3.4.17) 在 量子 力学 是 经 常 应 用 的 。 式 (3.4.8) 一 
(3.4.10) 在 量子 力学 中 称 为 对 易 关 系 。 


3.5 均 位 力 积 定理 


考虑 一 质点 系 ， 所 有 质点 的 位 矢 r 和 动量 ps 都 是 有 界 的 。 这 里 所 谓 有 界 是 
指 对 时 间 的 所 有 值 均 保 持 为 有 限 值 。 定 义 一 个 量 
S= Op:r, (3.5.1) 
S 对 时 间 的 微 商 是 | 
= 2 (pe fat Pee ro) (3.5.2) 


如 果 在 时 间 + 内 计算 他 的 平均 值 ， 我 们 得 到 

(学) = 了 宇 d = 中 30 (3.5.3) 
若 系统 的 运动 是 周期 性 的 ， 且 + 是 周期 的 整数 倍 , 则 S(z) = S(0) ， 而 (S》 = 
0。 不 过 ， 即 使 系统 并 不 显示 出 任何 周期 性 ， 由 于 S 已 假定 是 一 有 界 函 数 ， 取 
足够 长 ， 即 可 使 《S》 达 到 任意 小 ， 所 以 我 们 总 可 使 式 (3.5.2) 右 端的 时 间 平 
均值 为 零 (或 至 少 接近 为 零 )。 因 此 ， 在 此 极限 下 有 

(Ppa to) =— (Dp r,) (3.5.4) 

式 (3.5.4) 左 端的 p。z 根据 欧 拉动 能 定理 可 知 ， 它 是 质点 a 动能 的 平均 值 的 
2 倍 ;而 右 端 p 正好 是 作用 于 第 a 个 质点 的 力 F,。 所 以 


(22)T,) =- (dF, .rr,) (3.5.5) 
对 TT 求 和 得 到 系统 的 总 动能 下， 从 而 我 们 得 到 一 个 普遍 性 的 结果 
《T) =- 3(OF, * ra) (3.5.6) 


上 式 右 端的 ( 2)F,: r。) 被 著名 物理 学 家 克 劳 修 斯 称 为 系统 的 均 位 力 积 (Virial) 
其 含义 就 是 位 矢 与 力 乘积 的 平均 值 ， 简 称 为 系统 的 位 力 。 令 


中 Virial 一 词 是 克 劳 修 斯 根据 希腊 文 Vis，Vires (意思 是 力 ) 杜撰 的 ， 过 去 曾 译作 维 里 。 
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V = (OF,.r,) (3.5.7) 
则 式 (3.5.6) 可 表述 为 
(T)= -3V (3.5.8) 


即 系统 的 动能 在 很 长 时 间 间 隔 中 的 平均 值 等 于 系统 的 均 位 力 积 之 半 的 负 值 ， 这 就 
是 均 位 力 积 定理 ， 简 称 位 力 定理 。 
若 所 考察 的 质点 系 是 封闭 的 ， 既 没有 外 力 ， 又 假定 内 力 是 保守 的 ， 于 是 力 


(Dr Fo) = (Dr ) (3.5.9) 
当 势 能 是 坐标 的 齐 次 函数 ， 亦 即 满足 条 件 
LUGCAriy Arz，… ArNy) =A"U(ri, ry rN) (3.5.10) 


的 函数 就 属于 此 种 情况 。 此 处 4 为 任意 常数 ，” 是 X 的 次 数 。 根 据 齐 次 函数 的 欧 
拉 定 理 式 (2.7.9) 有 


- (Dr SH) = n(U) (3.5.11) 
现在 位 力 定理 式 (3.5.8) 变 成 
(T)=3(U) (3.5.12) 
可 见 ， 通 过 位 力 定 理 把 系统 的 平均 动能 和 平均 势能 联系 了 起 来 。 对 于 封闭 系统 
T+U=E (3.5.13) 
因此 
(T)+(U)=(E)= Eo (3.5.14) 
注意 到 式 (3.5.12)， 得 到 
(T)=—5Eo (3.5.15) 
(U)= 二 Bo (3.5.16) 


式 中 ,常量 Eo 由 初始 条 件 决定 。 
对 微 振 动 ，n =2， 则 
《T)》 = (U) (3.5.17) 
即 微 振动 的 动能 和 势能 平均 值 相等 。 
对 于 万 有 引力 相互 作用 ， 2 = -1， 则 


(TD= -六 (U) (3.5.18) 
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这 时 

E= -《T) (3.5.19) 
这 是 由 于 在 这 种 相互 作用 的 情形 下 ， 运 动 在 有 限 的 空间 范围 内 进行 ， 只 有 在 总 能 
量 为 负 的 条 件 下 才 有 可 能 。 


除了 前 面 讲 的 刘 维 定理 外 ， 位 力 定理 是 关于 统计 性 质 的 另 一 重要 结果 。 位 力 
定理 从 一 些 很 普遍 的 合理 假定 (坐标 和 速度 有 限 ) 立刻 得 出 系统 能 量 上 非常 重要 
的 普遍 结论 。 例 如 ， 由 位 力 定理 可 以 导出 分 子 间 有 作用 力 的 实际 气体 状态 方程 的 
一 般 形式 。 由 此 可 以 导出 热力 学 的 位 力 展开 式 和 位 力 系统 。 经 典 理 论 的 位 力 定理 
及 其 推论 和 量子 理论 中 的 结果 相同 。 本 节 所 得 到 的 这 些 结果 都 是 非常 重要 的 。 


3.6 正则 变换 


众所周知 ， 广 义 坐 标 是 单 值 地 确定 系统 在 位 形 空 间 中 位 置 的 * 个 变量 。 广 义 
坐标 9 的 选择 不 受 任何 条 件 的 限制 。 拉 格 朗 日 方程 的 形式 与 广义 坐标 的 选择 无 
关 。 因 而 从 这 个 意义 上 说 ， 对 于 从 qi ，g2，… 到 任何 另外 独立 变量 Qi，Q2，… 
的 变换 而 言 ， 拉 格 朗 日 方程 不 变 。 新 坐标 Q 是 但 坐标 的 函数 ， 并 假设 它们 之 
间 的 关系 还 显 含 时 间 ， 即 所 说 的 如 下 形式 的 变换 

Q;= Q;(q,t) (3.6.1) 
有 时 把 这 种 变换 称 为 点 变换 。 

除 拉 格 朗 日 方程 外 ， 在 进行 变换 式 (3.6.1) 时 ， 显 然 还 有 哈密 顿 正则 方程 
(3.2.9) 也 保持 自己 的 形式 不 变 。 实 际 上 ， 哈 密 顿 方程 允许 更 多 种 类 的 变换 。 这 
自然 是 因为 在 哈密 顿 方法 中 ,动量 p 像 坐标 一 样 ， 也 起 独立 变量 的 作用 。 因 此 ， 
这 里 变换 这 一 概念 可 以 扩大 到 包括 2s 个 独立 变量 p 和 g 到 新 的 变量 P 和 Q 依照 
下 面 的 公式 变换 

A 
P;= P;(qg,p,t) (3.6.2) 
允许 变换 种 类 的 这 种 扩大 是 哈密 顿 方法 的 根本 优点 之 一 。 

然而 ， 绝 不 是 说 在 进行 形 如 式 (3.6.2) 的 变换 时 ， 运 动 方程 会 始终 保持 自 
己 的 正则 形式 。 现 在 我 们 来 求 变换 要 满足 什么 样 的 条 件 ， 才 能 使 变量 为 新 变量 
P，Q 时 运动 方程 仍然 具有 下 列 形 式 


(3.6.3) 


式 中 ,所 是 一 新 的 哈密 顿 函 数 所 (PP,Q) 。 满 足 正则 方程 形式 不 变 的 变换 式 
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(3.6.2) 叫做 正则 变换 。 

力学 系统 中 的 哈密 顿 函数 态 中 有 无 循环 坐标 ， 与 我 们 选用 的 坐标 系 有 关 。 
在 某 种 坐标 系 中 没有 循环 坐标 ， 而 在 另 一 种 坐标 系 中 却 可 以 有 一 个 或 几 个 循环 坐 
标 。 正 则 变换 的 重要 意义 就 在 于 使 新 的 正则 方程 组 (3.6.3) 中 的 哈密 顿 函 数 最 
比 原 有 的 肪 有 较 简 单 的 结构 ， 有 较 多 的 循环 坐标 ， 从 而 更 易于 求 出 运动 积分 和 
求解 方程 。 这 当然 是 我 们 在 求解 正则 方程 时 所 希望 的 。 

在 3.2 节 我 们 曾 指出 ， 哈 密 顿 方程 可 以 用 下 面 形式 的 最 小 作用 量 原理 求 得 


| (Spidg - Hdi)=0 (3.6.4) 
为 使 新 变量 P 和 Q 也 满足 哈密 顿 方程 ， 最 小 作用 量 原理 
站 (Paa， -Hd)=0 (3.6.5) 


对 新 变量 也 应 成 立 。 当 式 (3.6.4) 和 (3.6.5) 中 被 积 式 仅 相差 一 坐标 、 动 量 和 
时 间 的 任意 函数 下 的 全 微分 时 ， 式 (3.6.4) 和 (3.6.5) 这 两 个 最 小 作用 量 原 
理 才 等 效 。 此 时 这 两 个 积分 之 差 是 在 变 分 时 将 不 起 作用 的 常量 。 也 就 是 说 应 该 有 

2pidq; - Hdt = 2PidQ; - H’di + dF (3.6.6) 
式 (3.6.6) 是 正则 变换 的 必要 兼 充分 条 件 。 函 数 下 在 两 个 积分 的 上 下 限 变 为 
零 ， 它 是 联系 新 、 旧 正则 变量 的 函数 。 当 下 为 已 知 时 ， 能 够 由 式 (3.6.6) 求 出 
未 知 变量 p;，P; 和 日， 因此 下 称 为 正则 变量 的 引导 函数 或 母 函 数 。 把 式 
(3.6.6) 写成 如 下 形式 

dF = 2pidq; - DPidQ; + (H’ - H)dt (3.6.7) 
假定 母 函数 下 是 已 知 的 新 、 旧 坐标 (和 时 间 ) 的 函数 , 下 = F(o,Q,i) 。 于 是 
有 


aF aF aF 
dF = 2 jd + 2 SOQ + 2 Fed (3.6.8) 
将 式 (3.6.7) 和 (3.6.8) 进行 比较 ， 显 见 
_9F 9F rp.9F 
Pi gg P; = aQ,? H = H+3, (3.6.9) 


在 函数 下 已 经 给 出 的 情况 下 ,公式 (3.6.9) 建立 起 了 旧 变 量 (p，g) 和 新 变 
量 (P，Q) 之 间 的 关系 ， 同 时 还 给 出 了 新 哈密 顿 函 数 的 表达 式 。 

若 不 用 变量 9 和 Q 表达 母 函 数 ， 而 通过 旧 坐 标 g 和 新 动量 已 来 表达 母 函 数 ， 
自然 也 是 可 以 的 ， 有 时 甚至 显得 更 方便 些 。 在 这 种 情况 下 ， 为 了 要 推导 出 正则 变 
换 公式 ， 应 该 在 关系 式 (3.6.6) 中 进行 适当 的 勒 让 德 变 换 。 就 是 说 把 它 改写 成 
dF + PQi) = Dpidg - DPidQ; + (H' ~ H)dt + SPidQ; + DJQdP, 
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= Spidg; + DQdP; + (H’ -~ H)dt (3.6.10) 


式 (3.6.10) 左 端 微分 号 下 的 式 子 通过 g 和 PP 表达 时 ， 就 是 新 的 母 函数 ， 我 们 
以 B(g,P,t) 表示 它 ， 从 而 得 


, 9 
pi =I, Qi=P, H=H+% (3.6.11) 


用 类 似 的 方法 可 求 得 仅 依 赖 变量 p 和 QQ 的 母 函 数 亚 (p,Q,z) 或 者 仅 依赖 于 变量 
2p 和 PP 的 母 函数 @(p,P,t) 的 正则 变换 关系 分 别 为 
9 9 9 也 


di = 3， P, = 530: H = H+ 3 (3.6.12) 
和 
__90 _90 90 
gp QH =H+ (3.6.13) 


上 面 我 们 讨论 了 正则 变换 的 四 种 不 同 的 形状 。 从 上 述 四 种 正则 变换 明显 看 
出 ， 在 新 旧 哈 密 顿 函 数 昌 和 之 间 ， 只 相差 一 母 函数 对 时 间 的 偏 微 商 。 特 别 是 
在 母 函数 不 显 含 时间 的 情况 下 
H=H (3.6.14) 
换 句 话说 ， 要 在 这 种 情况 下 得 到 新 的 哈密 顿 函数 ， 只 须 把 在 万 中 的 量 请 ，9 用 新 
量 Q， 已 来 表达 即 可 。 
正则 变换 的 广泛 性 在 很 大 程度 上 使 广义 坐标 和 广义 动量 的 概念 失去 原始 的 意 
义 。 因 为 正则 变换 式 (3.6.2) 已 使 P，Q 中 的 每 一 个 量 既 同 坐 标 g 相 联系 ， 又 
同 动量 p 相 联系 ， 因 而 变量 Q 就 已 经 没有 纯粹 空间 坐标 的 意义 了 。 广 义 坐 标 和 
广义 动量 两 组 变量 之 间 的 差别 ， 基 本 上 只 是 名 称 的 不 同 婴 了 。 璧 如 说 , Q; = 户 ， 
已 =- 4 的 变换 中 (相应 的 母 函 数 为 下 = >7q;Q;) ,显然 不 改变 方程 的 正则 形式 ， 


而 仅 使 坐标 和 动量 互 换 而 已 。 正 则 变换 既然 是 两 组 2; 个 变量 (g,，p，Q, P) 
之 间 的 变换 ， 其 中 新 “坐标 ” 常 为 旧 “ 动 量 ”， 而 新 “动量 ” 却 为 旧 “ 坐 标 ”。 因 
此 就 难以 判别 究竟 哪个 是 “坐标 ”， 哪 个 是 “动量 ”*， 这 些 名 称 只 是 假定 的 ， 所 以 
在 哈密 顿 方法 的 变量 g 和 p 常 称 为 正则 共 斩 量 。 

正则 共 姨 变换 的 条 件 可 用 泊 松 括号 表示 ， 从 而 有 如 下 的 定理 ; 

假设 [pg，y],.4 是 以 变量 p;，g; 对 函数 9g 与 9 的 泊 松 括号 ，[p，y]p .a 是 
以 变量 P;，Q; 对 函数 yp 与 y 的 泊 松 括 导 。 则 

[gplp,0 = [P, 罗 Pa (3.6.15) 

这 就 是 说 ， 泊 松 括 号 相对 于 正则 变换 保持 不 变 。 

应 用 上 述 的 正则 变换 公式 直接 运算 就 能 证 明 这 一 定理 。 
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3.1 试 分 别 用 直角 坐标 、 柱 面 坐标 、 球 面 坐标 写 出 自由 质点 在 势 场 U(z,y,z) 中 运动 


的 哈密 顿 函 数 。 
[ 答 ] ”在 直 坐 标 系 中 


1 
H=37 (pr+ py+ pe?) + U(x,y,z) 


在 柱 面 坐标 系 中 
1 1 
Hoam (pet pt pe)+ U(p, pz) 
在 球面 坐标 系 中 
Pp be r | pp ): 
| m mri mrisin0 2m pr 2 7r2sin20 U(r, 9,0) 


3.2 试用 哈密 顿 正则 方程 求 质 点 在 有 势力 场 U(xz,y,z) 中 的 运动 方程 


-. 9 国 aU .. 9aU 
[ 管 ]】 号 =- 有 =， 号 


3.3 ”试用 哈密 顿 正则 方程 求 重 力 场 中 自由 质点 的 运动 方程 。 

[ 答 ] mz =0， my =0, mz=— mg 

3.4 试用 哈密 顿 正 则 方程 导出 单 摆 运 动 方程 。 

[ 答 ] 6+ 了 sing=0 
式 中 ，6 为 悬 线 与 铅 垂 线 的 夹 角 ，; 为 摆 长 。 

3.5 一 小 环 套 在 光滑 杆 上 ， 杆 绕 铝 直线 以 等 角速度 w 旋转 成 贺 
锥 形 ， 杆 与 铅 垂 线 成 a 角 ， 试 分 别 用 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方 程 求 
小 环 的 运动 方程 。 

题 3.5 图 [ 答 ] mr = mm27rsin2a 一 meg COSa 
3.6 已 知 一 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 拉 格 朗 日 函数 为 

L=- Dm- gp+aAv 


式 中 ，b 为 粒子 的 速度 ，m 为 粒子 质量 ，g 为 粒子 所 带 的 电荷 ，A 为 矢量 势 ， 9 为 标量 势 ， 
下 从 全 天数 

[ 答 ] 五 = 方 mv? + gp = 2.(p— 04 六 十 gp 

3.7 斌 证 明 [xp,z] = zx,[x? ,p*] = 4zb,[F(z),g(z)] = 0,[f(p),g(p)] = 0。 

3.8 试 求 由 质点 系 的 角 动量 工 的 笛 卡 儿 分 量 所 组 成 的 泊 松 括号 。 

[ 答 ] [L, 工 ]= 工 。， [Ly,L.]=L,, [L;,L]=L, 

[L,,L;]=0, [L,,L,]=0, [L.,L,]=0 
3.9 ” 试 求 由 质点 系 的 动量 已 和 角 动 量 工 的 笛 卡 儿 分 量 所 组 成 的 泊 松 括号 。 
[ 答 ] [LL ,P,]=P zy [L, ,P.]= P., [L;,P,]=P, 


习 题 .155 ， 


[Li,P]=-P,, [L,,P.]=-p., [L.,P,]=-P, 
[L,,P,]=0, [L,,P,]=0, [L.,P.]=0 
3.10 试 证 
3 9 
Stet [了 [和 
3.11 试 证 Q=v2ccosp，P=Vv29sinbp 为 一 正则 变换 。 
3.12 如 果 (Qi, Q2, …, QQ, Pi, Pz, :…P,) 和 (gi, g2, "**, gs, pl, p2, **p,) 
由 正则 变换 联系 着 ， 试 证明 
[¢, ylp,a = [9p, ylp,a, 
3.13 证 明 p; = VPi+ fi(Qi)e &,g = VPi+f(Q;) ea(i = 1,2,…,s), 为 一 正则 变 
换 ， 式 中 fi;(Q;) 为 Q; 任意 的 但 可 积分 的 函数 。 
3.14 如果 利用 下 列 关 系 把 变数 p，g 换 成 P，Q 
gq= p91(P,Q), p= 9p2(P,Q) 
则 当 
(gp) 
a(Q,P) 
时 ， 这 种 变换 是 一 种 正则 变换 ， 试 证 明之 。 
3.15 试 利用 正则 变换 ， 由 正则 方程 求 垂直 上 抛 的 物体 的 运动 规律 ， 已 知 本 问题 的 母 函 
数 U= mg (二 gQ3+ gQ ) ， 式 中 9 为 确定 物体 位 置 的 广义 坐标 。 
3.16 ”如 正则 方程 已 经 积分 ， 故 p;，g; 均 为 上 及 2s 个 积分 常数 ci，cz，…，cz 的 函数 ， 


则 


1adi9 户 99: 池 ) 
(ca ycp) 一 之 (F acp ace dc。 


叫做 拉 格 朗 日 括号 ， 试 证 
(cscg)=0 


第 四 章 有 心力 场 中 运动 
4.1 二 体 运动 化 简 为 单 体 运动 


如 果 场 方向 永远 指向 固定 点 或 反 指向 背离 国定 点 ， 其 大 小 只 与 到 固定 点 的 距 
离 有 关 的 力 场 称 为 有 心力 场 或 中 心力 场 。 有 心力 场 中 上 述 固 定点 称 为 力 心 。 倘 若 
有 心力 场 的 场 力 方 向 指向 力 心 ， 则 称 为 引力 场 ; 如 果 有 心力 场 的 场 力 方向 反 指向 
背离 力 心 ， 则 称 为 斥 力 场 。 

由 两 个 仅 受 有 心力 (其 方向 恒 沿 两 物体 中 心 连 线 ) 作用 的 物体 组 成 的 系统 的 
运动 是 个 极其 重要 的 物理 问题 。 在 自然 界 存在 许多 这 种 类 型 的 力 ， 例 如 

(a) 万 有 引力 (牛顿 ) 


f(r) = 一 G 一 
(b) 静电 力 (库仑 ) 
f(r) = kt 
(c) 分 子 力 ( 范 德 瓦 耳 斯 ) 
f(7)= 千 -号 


(d) 核 力 ( 汤 川 ) 


两 个 质点 构成 的 封闭 系统 在 它们 之 间 内 力作 用 下 的 运动 问题 称 为 二 体 问题 。 
在 忽略 其 他 较 远 的 天 体 的 作用 时 ， 两 个 视 为 质点 的 天 体 ， 在 它们 之 间 万 有 引力 作 
用 下 的 运动 就 是 二 体 问题 。 比 如 ， 行 星 绕 太阳 的 运动 ， 卫 星 绕 地 球 的 运动 ， 再 如 
两 个 带电 粒子 彼此 相对 的 运动 ， 都 是 这 种 类 型 的 运动 。 

二 体 问题 之 所 以 重要 ， 不 仅 是 因为 有 许多 实际 问题 可 近似 地 看 成 二 体 问题 ， 
而 且 在 理论 上 可 以 将 这 种 问题 化 为 一 个 等 价 的 单质 点 问题 进行 研究 。 

考虑 两 个 质点 mi 和 m2 组 成 的 保守 系统 ， 这 里 仅 有 的 力 是 由 相互 作用 势能 
U 产生 的 。 首 先 假定 U 是 两 个 质点 间 的 ri - 六， 或 者 它们 的 相对 速度 六- 六， 
或 者 mi - r; 的 某 一 更 高 价 微 商 的 函数 。 这 种 系统 有 六 个 自由 度 ， 因 而 有 六 个 独 
立 的 广义 坐标 。 假 设 我 们 所 选 的 这 些 坐标 是 质心 位 矢 R 的 三 个 分 量 加 上 两 点 相 
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互 距离 的 矢量 *= r 一 + 的 三 个 分 量 [ 见 图 4.1 (a)]，r 是 由 mz 引 向 mi 的 位 
矢 ， 也 就 是 mi 相对 于 m2 的 位 矢 。 这 样 ， 拉 格 朗 日 函数 的 形式 将 是 


L=LR,r)- U(r,r,…) (4.1.1) 
动能 本 可 以 写成 质心 运动 的 动能 与 相对 于 质心 的 运动 的 动能 TT 之 和 
T= Smt mR + TT (4.1.2) 
其 中 
六 7 人 十 二 ma (4.1.3) 
这 里 的 ?和 x; 是 两 个 质点 分 别 相对 于 质心 C 的 位 矢 。 它 们 和 两 点 相互 距离 的 矢 
量 > 的 关系 可 以 用 下 面 的 方法 求 得 。 如 把 坐标 原点 选 在 质心 上 [ 见 图 4.1 (b)]， 
根据 式 (1.7.9)，R =0， 则 有 
mirit m2r’=0 (4.1.4) 
两 质点 间 的 间距 矢量 r 为 
r=ri-r,=ri-r; (4.1.5) 


1 2 
将 式 (4.1.4) 与 (4.1.5) 联 立 , 很 容易 求 得 


7772 ， m1 


rr 六 -ir (4.1.6) 
通过 式 (4.1.6) 用 > 来 表示 T， 即 得 
T = 二 1 (4.1.7) 
在 上 式 中 引进 了 符号 
A (4.1.8) 
这 里 的 w 称 为 约 化 质量 或 者 折合 质量 。 式 (4.1.8) 通常 还 写成 
工 = 工 + 工 (4.1.9) 


££ Mm! m2 


(a) 


图 4.1 两 体 问题 坐标 的 选择 
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总 的 拉 格 朗 日 函数 将 成 为 


7121 m2 


L = 2 R? + p52 U(r ,ee) (4.1.10) 


可 见 ， 质心 位 矢 R 的 三 个 分 量 作为 广义 坐标 是 循环 坐标 ， 所 以 质心 不 是 静 
止 便 是 做 等 速 直 线 运 动 。 涉 及 r 的 那些 运动 方程 中 所 有 各 项 都 不 会 含有 R 或 下。 
因此 ， 在 这 里 要 消去 循环 坐标 特别 简单 ， 只 要 在 以 后 的 讨论 中 略 去 拉 格 朗 日 函数 
式 (4.1.10) 的 第 一 项 就 可 以 了 。 

由 于 从 质点 间 相 对 轨道 的 观点 而 言 ， 系 统 整体 的 平移 是 无 关 紧 要 的 ， 我 们 可 
以 把 坐标 原点 选 在 质点 系 的 质心 上 ， 即 R=0， 式 (4.1.10) 的 第 一 项 也 就 自然 
消失 ， 拉 格 朗 日 函数 即 为 


= $2 Uris) (4.1.11) 


当然 ， 当 拉 格 朗 日 函数 式 (4.1.10) 略 去 第 一 项 时 剩 下 的 部 分 也 就 是 式 
(4.1.11)。 上 述 两 种 观点 虽 不 同 ， 但 结果 却 相同 ， 这 正 是 我 们 想 要 得 到 的 结果 ， 
就 好 像 有 一 个 固定 力 心 ， 在 与 它 相 距 > 的 地 方 有 一 个 单个 质点 一 样 ， 这 一 质点 
的 质量 为 式 (4.1.8) 所 示 的 折合 质量 。 这 样 一 来 ， 我 们 就 从 形式 上 把 相互 作用 
着 的 二 体 运动 问题 化 成 在 给 定 外 场 U 中 等 效 的 单 体 运动 问题 。 对 式 (4.1.11) 
应 用 拉 格 朗 日 方程 求 得 问题 的 解 (+) ， 则 质点 mi 和 m2 的 轨道 +，= r (z) 和 
r; = ra(t) (相对 于 它们 共同 的 质心 ) 就 可 以 由 式 (4.1.6) 得 出 。 自 然 ， 如 果 只 
求 彼此 间 的 相对 轨道 ， 则 后 一 步骤 并 非 必要 。 


4.2 运动 积分 


利用 折合 质量 的 概念 ， 我 们 把 二 体 运 动 化 为 单 体 运动 。 在 把 二 体 运 动 化 为 单 
体 运 动 时 ,我 们 碰 到 解 一 个 质点 在 势能 只 依赖 于 到 某 一 定点 距离 的 外 场 中 运动 的 
问题 ， 这 种 场 就 是 我 们 在 前 面 提 到 的 有 心力 场 。 现 在 ， 我 们 只 讨论 保守 的 有 心 
力 ， 其 势能 只 是 x 的 函数 ， 即 U = U(x)。 作用 在 质点 上 的 力 


aU(r) dUr 
7 = (4.2.1) 


其 绝对 值 这 时 也 只 依赖 于 ">， 并 且 方 向 与 位 矢 一 致 。 因 为 势能 只 依赖 于 质点 到 力 
心 的 距离 而 与 其 取向 无 关 ， 所 以 系统 具有 球 对 称 性 。 就 是 说 ， 系 统 绕 任 一 过 力 心 
的 定 轴 转 动 不 影响 运动 方程 。 因 此 ， 代 表 绕 固定 轴 转 动 的 角 坐 标 必然 是 循环 举 
标 。 系 统 的 对 称 性 质 使 得 所 研究 的 问题 大 为 简化 。 在 2.12 节 我 们 已 经 证 明 ， 在 
这 样 的 情形 下 ， 系 统 的 角 动 量 守恒 

L=r Xx p= const (4.2.2) 


五 = 
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由 此 式 显然 可 见 ， 质 点 的 位 矢 与 线 动 量 矢 量 总 是 位 于 垂直 角 动 量 工 的 平面 内 ， 
而 工 在 空间 的 方向 是 固定 的 。 要 满足 这 一 点 ， 位 矢 ” 所 处 平面 的 法 线 必须 平行 
LL。 如 果 工 为 零 ， 则 上 述 论 据 失效 。 在 这 种 情况 下 的 运动 必定 沿 着 通过 力 心 的 某 
条 直线 ， 这 是 因为 在 工 =0 的 情况 下 ， 要 求 > 平行 于 +， 只 有 在 直线 运动 中 才能 
做 到 2， 因 而 ,在 有 心力 场 中 运动 的 质点 轨道 完全 在 一 个 平面 内 。 既 然 有 心力 运 
动 总 是 在 一 个 平面 内 的 运动 ， 用 平面 极 坐 标 描 述 较为 方便 ,我们 把 拉 格 朗 日 函数 
用 平面 极 坐 标 表 示 


L= Spr +r262)- U(r) (4.2.3) 


这 里 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 坐标 9， 因 而 它 是 一 个 循环 坐标 。 与 9 相应 的 正则 动量 
等 于 系统 的 角 动 量 


po=— =pr*0 
a6 
因此 ， 两 正则 运动 方程 之 一 为 
po = (jor? 6)=0 (4.2.4) 
它 的 直接 积分 为 
[=jr? 6 = const (4.2.5) 


式 中 ，/ 是 角 动 量 的 常数 值 ， 它 表明 ， 与 循环 坐标 9 共 轿 的 角 动 量 是 守恒 的 ， 系 
统 的 对 称 性 立即 使 我 们 得 到 这 个 运动 积分 。 
! 为 常量 这 个 事实 有 一 个 简单 的 几何 解释 。 从 式 (4.2.4) 还 可 以 得 到 


全 (十 必 6)=0 (4.2.6) 
这 里 ， 插 入 了 因子 12， 因 为 二 6 正好 是 在 时 间 dz 内 位 和 + 和 这 的 机 各 
参考 图 4.2 我 们 看 到 ， 方 ~2db = 六 rdb 

是 在 时 间 间隔 内 亿 撩 ， 扫 过 的 记 形 面积 
dA = 者 2d9 

上 式 除 以 时 间 间 隔 dz 即 得 面积 速度 为 

= 37? 和 "2 6 = A Const (4.2.7) 
由 此 可 匈 ， 角 动量 守恒 等 于 是 说 贡 积 党 朗 是 与 时 问 无 关 的 常数 。 即 在 相 往 的 时 间 


”从 数学 形式 来 看 ，7 = je .+ rb e,， 因此， 要 x xi=0， 必 须 6 =0。 
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r (1 rl#) 


图 4.2 位 矢 在 di 时 间 内 扫 过 的 面积 


间隔 内 ， 点 位 矢 扫 过 相等 的 面积 ?0。 这 就 是 著名 的 开 普 勒 行星 运动 第 二 定律 @。 
应 该 强调 的 是 ， 面 积 速 度 守恒 并 不 限于 平方 反比 律 力 的 情形 (行星 运动 )， 而 是 
有 心力 运动 的 普遍 结果 。 
有 心力 场 另 外 一 个 运动 积分 就 是 总 能 量 。 因 为 我 们 已 经 假定 讨论 非 耗 散 系 
统 ， 总 能 量 守恒 是 必然 的 。 因 此 
T+U=E= const (4.2.8) 
以 及 
E=3p(7 + 0) + U(r) (4.2.9) 


根据 式 (4.2.5)， 可 以 用 / 来 表示 9 ， 即 


0 = (4.2.10) 
将 式 (4.2.10) 代入 式 (4.2.9) 得 
2 
E= $77 + 3 + U(r) (4.2.11) 


由 于 我 们 不 考虑 无 关 紧 要 的 系统 质心 的 等 速 运 动 ， 线 动量 守恒 对 运动 的 描述 并 不 
增加 任何 新 的 内 容 ， 这 里 就 不 再 讨论 了 。 


4.3 运动 方程 


从 能 量 及 角 动 量 守 便 定律 出 发 ， 无 须 写 出 运动 方程 本 身 ， 质 点 在 有 心力 场 中 
运动 的 问题 可 以 简单 地 得 到 解决 。 

当 U(x) 给 定 后 ， 式 (4.2.11) 即 完 全 地 描述 系统 ， 且 这 个 方程 的 积分 就 以 
参数 下 和 i 的 形式 给 出 问题 的 通 解 。 从 式 (4.2.11) 解 出 


中 ”有 心力 场 中 运动 质点 的 角 动 量 守恒 有 时 称 为 面积 积分 。 
@ ” 开 普 勒 行星 运动 其 他 两 个 定律 见 4.6 节 。 


>= 时 /2 (EU) pr (4.3.1) 


对 式 (4.3.1) 分 离 变量 并 积分 可 得 上 = :1(r) 即 
dr 
-| 万 8 
2 —-U)— 7 
把 这 个 结果 反 演 即 可 给 出 运动 方程 的 标准 形式 > = r(t) 。 然 而 ， 我 们 现在 更 感 


兴趣 的 是 以 ~ 和 6 的 形式 表示 的 轨道 方程 。 我 们 利用 数学 上 常用 的 小 技巧 把 db 
进行 改写 


(4.3.2) 


d9= dr=dr (4.3.3) 


dt dr r 
由 式 (4.2.10) 知 
6= 太 (4.3.4) 


把 式 (4.3.4) 关于 6 和 式 (4.3.1) 关于 的 表达 式 代入 式 (4.3.3) 并 积分 得 


0(r) (4.3.5) 


ZL 
idr 
V/ 上 
2u(E 一 UD- 了) 


由 于 ! 是 与 时 间 无 关 的 常数 ，6 任何 时 候 都 不 变 号 ， 所 以 9(1) 总 是 随 着 时 间 单 
调 地 变化 。 

虽然 我 们 已 经 把 有 心力 场 的 问题 形式 上 化 简 为 积分 求 值 的 问题 。 但 是 ， 只 有 
对 力 的 规律 是 某 些 特定 形式 才 容 易 求 出 实际 解答 。 因 为 积分 往往 不 可 能 用 一 些 已 
知 的 函数 来 表示 。 事 实 上 经 研究 过 的 也 只 有 特定 的 几 种 规律 的 力 ， 甚 中 最 重要 的 
是 径 向 距离 x 的 寡 律 函数 

Uocr"'! 

这 将 使 力 按 > 的 ”次 寄 变 化 : Focr"。 那 么 ,对 于 的 某 些 整数 和 分 数 的 值 ， 解 
可 以 用 椭圆 积分 的 形式 表示 。 仅 当 n =1，-2，-3 时, 解 才 可 以 表示 为 圆 函 
数 。n =1 的 情形 正好 是 简 谐 振子 ,而 xn = -2 的 情形 则 是 重要 的 平方 反比 律 
力 。n =1，-2 这 两 种 情形 是 物理 学 中 最 为 重要 的 情形 。 

至 此 ， 我 们 把 能 量 守恒 方程 与 角 动 量 守恒 方程 合并 ， 解 决 了 质点 在 有 心力 场 
的 运动 问题 ， 给 出 了 轨道 方程 6 = 0(r) 。 

对 于 大 多 数 应 用 来 说 ， 包 含 能 量 和 角 动 量 的 那 一 组 常数 最 为 自然 。 的 确 ， 经 


”例如 参阅 H.Goldstein 著 Classical Mechanics. 
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典 力 学 和 量子 力学 间 的 显著 差别 就 在 于 EE 和 1 性 质 上 的 差别 。 所 以 ， 如 果 要 讨 
论 从 经 典 理论 到 量子 理论 的 过 渡 ， 用 能 量 和 和 角 动 量 对 系统 做 经 典 描述 是 十 分 重要 
的 。 

除了 上 面 的 常规 方法 外 ,我们 也 可 以 用 关于 径 向 距离 + 作为 坐标 的 拉 格 朗 
日 方程 


-=0 (4.3.6) 
来 求解 这 个 问题 。 把 式 (4.2.3) 的 拉 格 朗 日 函数 工 代入 上 式 得 
wz-rb2) =- 9 = F(r) (4.3.7) 
通过 简单 的 变量 代 换 
w= 二 (4.3.8) 


方程 (4.3.7) 可 以 化 成 更 加 适合 于 某 些 计算 的 形式 。 首 先 我 们 来 计算 
du__1dr_ 1drd 1 


dO 本 r2d9 r2dz d9 加 a 


但 是 ， 由 式 (4.3.4) 知 ，6 = 12/ur?， 所 以 
du_ _k-. 


0 = Hr (4.3.9) 
下 面 ， 我 们 把 上 式 再 对 9 求 一 次 微 商 
du_d .Y_dtd A .. 
-6( 各 )3 二 | 务 六 -二 / 
同样 用 6 = /2Aur2 对 上 式 进行 代 换 得 
2 2 
= -har (4.3.10) 
所 以 ， 用 w 表示 出 上 和 6 2 的 解 得 
;2122 du 
pe2 doe? 
， (4.3.11) 
r02= 3 
2 
将 式 (4.3.11) 代入 式 (4.3.7)， 得 到 经 变量 变换 后 的 运动 方程 
2 
+ = 一 外 =F(u) (4.3.12a) 
方程 (4.3.12a) 也 可 写作 
于 1) 1 ur? 
dr /tr = P(r) (4.3.12b) 
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方程 (4.3.12a) 或 (4.3.12b) 正 是 我 们 所 要 求 的 有 心力 场 的 轨道 方程 ， 通 
常 称 为 毕 耐 公式 。 它 把 质点 所 受 的 有 心力 、 有 心力 场 中 的 运动 特征 ( 角 动 量 守 
恒 ) 以 及 运动 轨道 联系 在 以 > 和 6 为 变量 的 一 个 微分 方程 之 内 ， 因 而 既 可 以 用 它 
由 已 知 轨 道 > = ~(6) 求 有 心力 F(x) 的 具体 形式 ; 也 可 以 用 它 由 已 知 有 心力 求 
运动 轨道 。 尤 其 在 我 们 已 知 轨道 而 希望 求 力 的 规律 时 特别 有 用 。 式 中 F(r) 的 正 
负 取 决 于 有 心力 是 斥 力 还 是 引力 : 斥 力 时 为 正 号 ， 引 力 时 为 负 号 。 


4.4 运动 轨道 


在 有 心力 场 中 运动 的 质点 ， 其 径 向 速度 由 式 (4.3.1) 给 出 。 该 方程 指出 ， 
在 


PE- U(r) -=0 (4.4.1) 
的 各 点 ，r 为 零 。 当 然 ， 这 并 不 意味 着 质点 停止 〈 像 在 真正 的 一 维 运动 的 情况 下 


那样 ) ， 因 为 运动 的 角速度 6 并 不 变 为 零 。 等 式 > = 0 表示 轨道 的 转变 点 (参见 
1.13 节 的 讨论 ) ， 函 数 x(z) 在 这 一 点 从 增加 变 为 减 小 或 者 是 相反 的 变化 。 

质点 在 有 心力 场 中 运动 时 ， 径 向 速度 等 于 零 的 那些 点 又 称 为 拱 点 。 力 心 与 拱 
点 的 连 线 称 为 拱 心 线 。 力 心 与 拱 点 间 的 距离 称 为 拱 点 力 心 距 ， 简 称 拱 距 ( 见 图 
4.3)， 由 方程 (4.4.1) 得 出 的 > 就 是 拱 距 ， 它 实际 上 确定 了 运动 的 边界 到 力 心 
的 距离 。 

如 果 许 可 x 变化 的 区 间 仅 由 一 个 条 件 r 宇 ro 限制， 那么 质点 的 运动 则 是 无 
限 的 ， 即 它 的 轨道 从 无 穷 远 处 来 又 回 到 无 穷 远 处 去 。 

一 般 说 来 ,方程 (4.4.1) 有 两 个 根 : r,s 和 rn。 也 就 是 说 ，r 的 变化 有 两 
个 边界 rm 和 rmox， 运 动 是 有 界 的 ， 而 轨道 则 完全 位 于 + = row 和 = 7 两 个 圆 
所 限制 的 环 状 区 域内 ， 即 rx 宇 r 之 rms。 只 有 当 势 函数 U(r) 与 参数 正 和/ 的 
某 些 组 合 恰 使 式 (4.4.1) 只 产生 一 个 根 时 ， 对 任何 时 刻 总 有 = 0， 因 而 
r 二 const, 轨 道 是 个 圆 。 

如 果 质 点 在 势 场 U(x) 中 运动 是 周期 性 的 ， 则 轨道 是 闭合 的 。 就 是 说 ， 在 径 
向 极限 rm 和 rmax 之 间 往 返 有 限 次 之 后 ， 周 而 复 始 ， 完 全 重复 原先 的 运动 。 反 
之 ， 如 果 在 有 限 次 振荡 之 后 ， 轨 道 不 能 自行 闭合 则 称 轨道 是 开放 的 ， 如 图 4.3 所 
不 。 从 式 (4.3.4) 我 们 可 以 计算 当 > 从 rm 到 rw 再 返回 x 的 完整 一 周 所 引起 
的 9 角 的 变化 。 由 于 运动 对 时 间 是 对 称 的 ， 这 个 角度 变化 是 从 ri 到 > 所 引 的 
0 角 变 化 的 两 倍 ， 因 此 


。 164 . ”第 四 章 有 心力 场 中 运动 


(4.4.2) 


图 4.3 开放 轨道 示意 图 


轨道 的 闭合 条 件 是 要 这 个 角度 与 2x 之 比 为 有 理 分 数 ， 即 Ab = 2x(m/n)， 
式 中 m 和 均 为 整数 。 在 此 条 件 下 ， 经 过 个 周期 的 时 间 ， 动 点 的 位 矢 在 转 了 
m 圈 后 ， 将 与 自己 最 初 的 值 重 合 。 自 然 ， 这 种 情况 是 罕见 的 ， 在 任意 形式 的 
U(7) 的 情况 下 ， 角 度 Ab 与 2x 之 比 很 少 是 有 理 分 数 ， 因 此 在 一 般 情况 下 ， 有 限 
运动 的 轨道 并 不 是 闭合 的 ， 轨 道 无 数 次 经 过 最 大 的 和 最 小 的 距离 ， 而 在 无 限 长 的 
时 间 后 填 满 由 两 个 圆 所 限制 的 整个 圆 环 。 

式 (4.3.1) 中 的 平方 根 [以 及 式 (4.3.2) 和 (4.3.5) 的 被 积 式 ] 在 转变 
点 变 号 。 如 果 角 度 9 从 通过 转变 点 的 位 矢 方向 算 起 ， 那 么 转变 点 两 旁 的 轨道 在 > 
相同 的 每 一 个 地 方 都 相同 ， 其 区 别 仅 在 于 9 的 符号 。 这 就 是 说 ， 相 对 于 上 述 方 
向 ， 轨 道 是 对 称 的 。 比 如 说 ， 从 7 = rm 的 点 开始 ， 经 过 一 段 轨道 而 到 达 + = 
rmin， 在 下 一 个 7 =rmex 的 点 之 前 ， 将 会 对 称 地 安置 在 同样 一 段 轨道 ， 如 此 类 推 。 
也 就 是 说 ， 整 个 轨道 可 以 用 向 前 和 向 后 重复 同样 的 一 段 来 得 到 。 

上 面 我 们 是 就 有 限 运动 讨论 的 ， 实 际 上 ， 由 从 转变 点 + = rmm 伸 向 无 穷 远 处 
的 两 个 对 称 分 支 组 成 的 无 限 运动 亦 是 如 此 。 

在 中 心力 场 中 ， 只 有 两 类 中 心力 ， 一 切 有 限 运动 的 轨道 才 是 闭合 的 ， 这 就 是 
质点 的 势能 和 1/r 及 盖 成 正比 的 场 。 第 一 种 情况 相应 于 平方 反比 力 的 情况 ， 例 
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如 万 有 引力 和 静电 力 ， 我 们 将 在 4.6 节 中 研究 ;而 第 二 种 情况 则 和 所 谓 空 间 振子 
相当 。 现 在 我 们 就 来 探讨 空间 振子 运动 。 设 质点 在 
口 = 方 杂 ? 
的 有 心力 场 内 运动 ， 我 们 来 求解 质点 在 这 种 场 中 运动 的 轨道 。 
正 像 在 所 有 中 心 场 内 一 样 ， 运 动 是 在 一 个 平面 内 进行 的 ， 我 们 选择 这 个 平面 
作为 zy 平面。 每 个 坐标 zx，y 的 变动 是 有 相同 频率 w = VE/m 的 简 谐 振动 


(4.4.3) 


X= acos(wt+a) 


y = beos(wt + B) (4.4.4) 
引入 记号 
9G=wta, d=p-a (4.4.5) 
则 式 (4.4.4) 可 改写 为 
X=acos0 
y=bcos (+6) = becos6cos0 — bsinOsinO (4.4.6) 
由 此 确定 cos6 和 sing， 并 作成 它们 的 平方 和 ， 便 得 到 轨道 方程 
x? 六 27y .2 
2 十 一 一 一 cosG=sin 9 (4.4.7) 


a p2 ab 
这 是 力 心 在 坐标 原点 的 椭圆 。 当 $= 0 或 者 x 时， 轨道 晓 化 为 一 段 直线 。 这 种 运 
动 就 是 我 们 常 说 的 空间 振子 。 
4.5 离心 势能 和 有 效 势能 


在 前 面 关于 r ，A9 的 表达 式 中 ， 一 个 共同 的 项 是 根 式 


jE 
U 2pr? 


根 式 中 最 后 一 项 具有 能 量 的 量 纲 ， 根 据 式 (4.2.5)， 我 们 也 可 以 把 它 写成 


1 2j2 
也 (4.5.1) 
如 果 我 们 把 这 个 量 
Us (4.5.2) 
作 “ 势 能 ”解释 ， 那 么 与 U. 相 联系 的 “ 力 ”为 
下 .= Wp (4.5.3) 


这 个 量 传统 上 称 为 离心 力 ， 这 个 式 子 若 以 下 。 = jyrw? 的 形式 表示 也 许 更 易 辨 认 。 
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虽然 它 并 非 寻 常 意义 上 的 力 ， 不过， 由 于 说 起 来 方便 ， 人 们 还 是 习惯 于 使 用 这 个 
不 其 恰当 的 术语 。 

既然 把 FF 视 为 离心 力 ， 很 自然 就 把 U。= /2r? 解释 为 质点 的 离心 势能 ， 
并 且 与 U(r) 一 起 包括 在 由 下 式 定 义 的 有 效 势能 中 


U(r) 二 U(r) + (4.5.4) 


有 效 势 能 Ue(r) 是 一 个 虚设 的 势能 ， 它 把 真实 的 势能 函数 U(r) 与 和 绕 力 心 的 
角 运 动 相 联系 的 一 项 能 量 合并 在 一 起 。 
对 于 平方 反比 律 有 心力 场 的 运动 ， 力 由 下 式 所 决定 


F(r) =-- 筷 (4.5.5) 
对 力 函 数 进行 积分 可 求 得 势能 
U(r) =- |F()ar =- +。 
设 当 一 co 时 ,LU(ce) = 0 ， 于 是 得 c=0， 所 以 


U(r) = 到 (4.5.6) 
将 式 (4.5.6) 代 人 式 (4.5.4) 得 万 有 引力 有 效 势 能 函数 为 
2 
Us。(r) = 一 (4.5.7) 


这 个 有 效 势 能 及 其 分 量 如 图 4.4 所 示 。 对 曲线 的 形状 我 们 在 此 稍 做 分 析 。 从 式 
(4.5.7) 可 见 ， 对 于 ”~ 较 大 的 情况 ， 式 中 第 二 项 与 第 一 项 比较 ， 可 以 忽略 ， 有 
效 势 能 U.(r) 是 负 的 。 反 之 ， 对 于 > 较 小 的 情况 ， 第 二 项 超过 第 一 项 ，Us(y) 
变 成 正 的 。 因 此 ， 在 某 一 个 7 值 ， 曲 线 经 过 最 小 值 ， 随 着 > 进一步 减 小 ， 曲 线 
急剧 上 升 。 

人 们 不 禁 要 问 : 随 着 ”一 0， 质 点 会 “ 落 ” 到 力 心 上 去 吗 ? 在 /天 0 的 情况 
下 ， 当 一 0 时， 离心 势能 像 1/v? 一 样 变 成 无 穷 大 ， 它 的 存在 通常 使 得 运动 的 质 
点 不 能 通过 场 的 力 心 ， 即 使 力 心 本 身 具 有 吸引 的 特性 也 是 如 此 。 只 有 当 ->0， 
而 势能 U(7) 又 四 跑 快 地 趋向 于 - co 时 ， 质 点 到 中 心 才 有 可 能 。 从 不 等 式 


气 -=EE- U(r) - 2 >0 


或 

2 2 

r U(r)+ 2 < Er? 
可 得 出 结论 ，> 要 有 趋向 于 零 的 数值 的 可 能 ， 必 须 


2 _ 
r“U(r) < 27 (4.5.8) 
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也 就 是 说 , U(r) 应 该 像 具有 有 & > 12721p 的 -Avr 一 样 趋向 于 - co ， 或 者 是 和 具 
有 7?2>2 的 -1 成 正比 。 

回顾 在 1.13 节 讨 论 质点 在 任意 势 阱 中 的 运动 ， 将 那里 的 情况 和 这 里 的 有 效 
势能 曲线 对 比 ， 立 刻 可 得 出 类 似 的 结论 。 如 果 在 与 图 4.4 类 似 的 图 上 画 出 质点 的 
总 能 量 玉 ， 便 可 以 鉴别 出 三 个 有 意义 的 区 域 ( 见 图 4.5): 

1) 如 果 总 能 量 是 正 的 或 者 为 零 ( 例 如 El 宇 0)， 则 运动 是 无 界 的。 质点 从 无 
限 远 处 向 力 心 ( 位 于 r=0 处 ) 运动 ,直到 在 r= ri 的 转变 点 撞击 到 势 人 又 后 ， 再 
折返 到 > 为 无 穷 大 处 。 注 意 : 在 任意 的 > 处 ， 如 在 图 4.5 中 的 r, 处 ， 恒 定 的 总 
能 量 线 超 出 Ue(r) 线 的 高 度 等 于 pr 2。 因 此 ， 在 转变 点 (或 各 转变 点 ) 径 向 > 
为 零 ， 并 且 改 变 符 号 。 


图 4.4 万 有 引力 的 有 效 势 能 


2) 如 果 总 能 量 是 负 的 ， 且 在 零 与 U.(7) 的 最 小 值 之 间 ， 比 如 E2， 则 返 动 
是 有 界 的 ， 且 被 束缚 在 ,与 +, 之 间 ， 即 +, 过 + 过 +,。r, 和 x, 的 值 为 轨道 的 转 
变 点 。 如 果 EE 等 于 有 效 势 能 的 最 小 值 ( 见 图 4.5 中 的 E)， 则 质点 轨道 的 半径 
限于 单 值 x,， 而 对 任何 时 候 均 有 =0， 因 此 ， 此 时 运动 轨道 为 贺 。 

我 们 现在 要 问 ， 有 效 势能 的 最 小 值 Us 究竟 是 多 少 呢 ? 这 是 个 函数 求 极 小 
值 的 问题 ， 对 式 (4.5.7) 求 微 商 ， 然 后 再 令 所 得 的 微 商 为 零 


3 三 0 (4.5.9) 


由 上 式 解 出 


[es 


7 (4.5.10) 


将 所 得 的 式 (4.5.10) 的 .x 值 带 入 式 (4.5.7) 得 有 效 势能 的 最 小 值 
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图 4.5 不 同 能 量 状态 


Loan= 一 一 一 (4.5.11) 


3) 如 果 总 能 量 E 小 于 有 效 势能 的 最 小 值 Uw = -pk?/21?， 在 物理 的 真实 
运动 中 不 会 产生 ， 因 为 这 时 将 有 ><0， 速 度 成 为 虚数 了 。 

要 强调 的 是 ， 对 不 同 能 量 轨道 所 做 的 讨论 只 涉及 一 个 角 动 量 值 ， 改 变 1 将 使 
Ue(zr) 曲线 的 定量 细节 有 所 变化 ， 但 不 会 影响 轨道 的 一 般 分 类 。 


4.6 开 普 勒 问题 


丹麦 科学 家 第 谷 : 布 拉 赤 (Tycho Brahe) (1546 一 1601) 曾 对 物理 学 和 天 文 
学 作出 杰出 贡献 ， 他 在 20 多 年 的 时 间 里 考察 并 记录 了 当时 所 知道 的 行星 轨道 。 
在 从 来 没有 用 过 望远镜 的 情况 下 ， 他 记录 的 精确 度 是 惊人 的 。 德 国 天 文学 家 开 普 
勒 (Johannes Kepler) (1571 一 1630) 分 析 了 布 拉 赫 的 数据 ， 并 提出 了 下 述 定律 : 


第 二 定律 : 由 太阳 引 向 行星 的 连 线 在 相等 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 。 

第 三 定律 : 行星 绕 太 阳 运 动 周期 的 平方 和 轨道 长 半 轴 的 立方 成 正比 。 

这 些 定律 后 来 被 人 们 称 之 为 开 普 勒 行星 运动 定律 。 开 普 勒 第 二 定律 又 称 面积 定 
律 ， 我 们 在 本 章 第 二 节 已 讨论 过 。 这 些 定律 为 后 来 牛顿 提出 的 第 二 运动 定律 和 万 有 引 
力 定律 葛 定 了 基础 。 

力 与 成 反比 ， 从 而 势能 与 x 成 反比 的 情况 在 有 心力 场 中 极为 重要 。 牛 顿 
万 有 引力 场 和 库仑 静电 场 就 是 这 类 场 。 众 所 周知 ， 第 一 种 场 总 是 具有 吸引 的 特 


4.6 开 普 勒 问题 . 169 ， 


性 ; 第 二 种 场 则 可 能 是 吸引 场 ， 也 可 能 是 排斥 场 。 
根据 式 (4.3.5)， 在 一 个 有 心力 场 作用 下 运动 的 质点 ， 如 果 力 的 大 小 与 质点 
和 力 心 距离 的 平方 成 反比 ， 则 运动 方程 可 由 下 式 得 出 


了 
2 dr 


OG(r) =| : 万 (4.6.1) 
V2 Tr | 
像 4.3 节 推 导 有 心力 场 中 运动 方程 一 样 ， 做 变量 替换 ， 令 
1 
& 二 一 (4.6.2) 


则 积分 式 (4.6.1) 不 难 求 得 ,适当 选择 角度 9 的 计算 起 点 ， 使 得 积分 常数 为 零 ， 
我 们 将 得 到 


cosg = -一 一 一 一 (4.6.3) 


引入 如 下 的 符号 


2 2 
2= 亿 ， 142 (4.6.4) 


则 轨道 公式 (4.6.3) 可 改写 为 
P=1+ ecosb (4.6.5) 
式 (4.6.5) 就 是 焦点 在 坐标 原点 的 伍 锥 曲线 方程 ，p 和 e 分 别 是 轨道 的 参数 和 
偏心 率 。 而 2p 称 为 轨道 的 正 焦 弦 。 从 式 (4.6.5) 可 以 看 出 ，> 的 最 小 值 > ;出 
现在 cos6 为 最 大 值 时 ， 即 9=G 时 。 因 此 ， 把 式 (4.6.1) 的 积分 常数 选取 为 零 ， 
就 相当 于 从 ri 开始 测量 9 角 。 这 个 点 离 力 心 最 近 ， 所 以 称 为 轨道 的 近 心 点 ; 不 
言 而 喻 ，rmex 则 称 为 轨道 的 远 心 点 了 。 
在 类 似 的 情况 下 ， 当 两 个 物体 按 规律 


U= -和 (4.6.6) 


相互 作用 时 ， 其 中 任 一 质点 的 轨道 都 是 焦点 在 共同 质心 的 圆锥 曲线 。 
按照 偏心 率 〈 也 就 是 能 量 EE) 的 不 同 数值 ， 把 轨道 划分 为 不 同 的 圆锥 曲线 
( 见 图 4.6)， 在 角 动 量 / 一 定时 ， 偏 心率 e 和 能 量 E 与 轨道 形状 的 关系 如 表 4.1。 


外 ” 绕 太 阳 运 动 的 相应 名 称 为 近日 点 和 远 日 点 ; 而 绕 地 球 运 动 的 相应 名 称 则 称 为 近地点 和 远 
地 点 。 
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表 4.1 e 和 EE 与 轨道 形状 的 关系 


偏心 率 e 能 量 玉 轨道 形状 
e>1 五 >0 双 曲 线 
e=1 | E=0 | 拢 物 线 

0<e<1 Uemn<E<O 椭圆 
e=0 E= Umn 圆 


E< Unin (不 许可 ) 


对 于 行星 运动 ，E<0，e<1， 轨 道 是 椭圆 ,按照 4.5 节 所 述 ， 运 动 是 有 限 
的 。 根 据 大 家 都 熟悉 的 解析 几何 学 公式 ， 椭 圆 的 半 长 轴 a 和 半 短 轴 由 下 式 给 出 
p KR 


41 21ET 


1-e: 2IE 
(4.6.7) 


p I 
A y 24|E| 
注意 到 式 (4.6.4) 中 的 第 一 式 p= 1?/wk， 我 们 还 可 把 短 轴 5 写作 
b= ap (4.6.8) 
由 式 (4.6.7) 可 见 ， 长 轴 仅 仅 依赖 于 能 量 上 ， 而 短 轴 则 是 能 量 EE 和 角 动 量 / 的 
函数 ， 用 参数  ，e，a 和 总 表示 的 椭圆 轨道 的 几何 图 形 如 图 4.7 所 示 。 下 和 FF 
为 焦点 。 由 图 可 见 拱 心 距 ( 亦 即 距 焦点 最 短 和 最 长 的 距离 ) >。 和， 为 


抛物 线 ，e=1 


椭 阅 , 0 <e<1 


图 4.6 轨道 的 形状 
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(4.6.9) 


图 4.7 椭圆 轨道 


这 些 表 达 式 当然 也 可 以 当 作 方程 式 Us(r) = 五 的 根 直 接 得 到 。 
沿 椭圆 轨道 运动 一 周 的 时 间 就 是 运动 的 周期 T。 为 了 求 出 椭圆 运动 的 周期 ， 
我 们 把 面积 速度 公式 (4.2.7) 重新 写作 


2 
dt = dA 


由 于 在 一 个 完整 周期 了 内 扫 完 椭圆 的 全 部 面积 ， 所 以 


积分 后 得 
T= 一 A (4.6.10) 
椭圆 面积 已 知 为 A=xab， 将 式 (4.6.7) 的 a 和 6 代入 求 得 


T= .na .nk “ 
1 / 2IE| V2nlEl (4.6.11) 


-re le 


由 式 (4.6.7) 知 ，a =&/21E|， 利 用 这 个 关系 可 把 周期 了 改写 为 
这 个 结果 ， 即 周期 的 平方 与 椭圆 轨道 半 长 轴 的 立方 成 正比 ， 称 为 开 普 勒 第 三 定 
律 。 还 应 指出 的 是 ， 周 期 只 依赖 于 能 量 。 


(4.6.12) 
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式 (4.6.12) 这 个 结果 是 就 等 效 的 单 体 问题 而 论 的 ， 故 须 注 意 式 中 出 现 的 是 
折合 质量 yx， 开 普 勒 对 其 结论 的 实际 表述 是 : 行星 周期 的 平方 与 其 轨道 半 长 轴 的 
立方 成 正比 ， 日 对 所 有 行星 具有 相同 的 比例 常数 。 在 这 个 意义 上 ， 开 普 勒 表述 只 
是 近似 正确 ， 原 因 是 各 个 行星 的 折合 质量 是 不 同 的 ， 特 别 是 ， 由 于 万 有 引力 为 

F(r) =- G3 = 让 


我 们 定义 有 = GmM， 其 中 m 为 行星 质量 ，M 为 太阳 质量 。 而 折合 质量 为 
mM/A(m + M)。 于是， 周期 平方 的 表达 式 变 为 


四 47 
~ Gl(m+ M)* 


因此 ， 仅 当 行 星 的 质量 mx 相对 于 太阳 的 质量 视 为 是 可 以 忽略 时 ， 开 普 勒 的 
表述 才 是 有 效 的 。 通 常 把 GM 写成 某 一 常数 的 平方 ， 即 
K’= GM (4.6.14) 
KK 是 一 个 与 行星 无 关 只 和 太阳 有 关 的 量 ， 叫 做 太阳 的 高 斯 常数 。 
当 EE 之 0 时 ， 运 动 是 无 界 的 ， 如 果 已 >0， 那 么 偏心 率 e>0， 也 就 是 说 ， 轨 
道 是 绕 力 心 (焦点 ) 的 双 曲 线 ， 近 心 点 到 力 心 的 距离 
p 


T2 3 a 全 3 (m < M) (4.6.13) 


rmn= 1 ate—1) (4.6.15) 
式 中 
__P Ek 
4 31 2E (4.6.16) 
是 双 曲 线 的 “ 半 轴 ”。 
当 E=0 时 ,偏心 率 e=1， 也 就 是 说 ， 质点 沿 着 近 心 点 距离 为 
_Z 
rmin 一 7 (4.6.17) 


的 抛物 线 运 动 。 如 果 质 点 自 无 穷 远 处 由 静止 状态 开始 运动 ， 就 将 出 现 这 种 情况 。 
现在 我 们 来 讨论 斥 力 场 中 的 运动 ， 在 此 种 场 中 


U(r) = (4.6.18) 
式 中 ,>0。 此 时 有 效 势能 
U.(r) = 中 十 a 


r 2 Lr? 
当 > 由 零 变 到 无 穷 大 时 ， 有 效 势能 从 正 的 无 限 大 单调 地 下 降 到 零 。 质 点 的 能 量 
只 可 能 是 正 的 ， 因 而 运动 总 是 无 界 的 。 这 种 情形 的 计算 完全 与 引力 场 的 做 法 类 
似 。 由 于 >0， 轨 道 是 双 曲 线 ( 当 E=0 时 是 抛物 线 ) 


(4.6.19) 
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I 


一 一 1 + ecosb (4.6.20) 


式 中 ，p 和 e 仍 由 公式 (4.6.4) 决定 。 当 质点 从 场 的 力 心 旁 经 过 时 ， 近 心 点 的 
距离 为 


i (4.6.21) 


rmin 
™ e 一 上 


“4.7 有 心力 场 的 散射 


4.7.1 微分 散射 截面 


对 于 宏观 物体 ， 可 以 直接 从 所 观察 到 的 机 械 运动 来 推断 物体 之 间 力 的 作用 规 
律 ， 比 如 可 以 从 行星 对 太阳 的 运动 和 牛顿 定律 来 确定 行星 与 太阳 之 间 的 相互 作用 
力 是 万 有 引力 。 但 是 这 种 方法 并 不 适用 于 微观 粒子 ， 如 何 由 实验 数据 确定 微观 粒 
子 间 的 相互 作用 的 确切 形式 是 当前 物理 学 的 前 沿 课 题 。 在 微观 领域 中 是 利用 散射 
实验 和 引入 称 为 散射 截面 的 物理 量 来 分 析 和 处 理 这 类 问题 的 ， 一 方面 可 以 通过 理 
论 计算 导出 这 些 关系 的 公式 ， 另 一 方面 散射 截面 和 散射 角 的 关系 又 可 以 通过 实验 
来 测量 ， 再 把 理论 结果 与 实验 数据 对 比 ， 预 言 微观 粒子 之 间 相 互 作用 的 确切 形 
式 ， 从 而 推断 微观 粒子 系统 的 内 部 结构 。 

当然 ， 对 于 微观 尺度 上 的 粒子 ， 就 一 定 会 预料 到 ， 经 典 理论 的 一 些 具体 结果 
往往 并 不 正确 ， 因 为 这 样 一 些 领域 的 量子 效应 通常 是 巨大 的 。 然 而 许多 经 典 预 言 
在 适当 近似 下 依然 适用 。 更 为 重要 的 是 ， 不 论 经典 力 学 还 是 量子 力学 ， 描 述 散射 
现象 的 步 又 都 相同 。 在 经 典 力学 基础 上 同样 能 学 会 如 何 使 用 有 关 术 语 。 

我 们 先 按 一 般 法 则 来 研究 一 个 等 效 问题 ， 即 一 个 质量 为 y 的 粒子 在 力 心 不 
动 的 场 U(r) 中 的 偏转 问题 。 

疝 有 心力 场 人 射 的 粒子 受到 有 心力 场 的 作用 后 ， 一 般 将 沿 另 一 方向 从 有 心力 
场 中 射出 。 入 射 方 向 与 出 射 方向 之 间 的 夹 角 称 为 散射 角 ， 图 4.8 中 的 @ 角 表示 
了 反 平 方 斥 力 场 中 的 散射 角 。 在 4.6 节 已 经 指出 ， 粒 子 在 有 心力 场 中 的 轨道 ， 相 
对 于 通过 轨道 上 离 力 心 最 近 的 点 所 作 的 直线 (图 中 的 OA) 是 对 称 的 。 因 此 ， 轨 
道 的 两 条 渐 近 线 和 这 条 直线 相交 的 角 是 一 样 的 ， 如 果 用 bo 表示 这 个 角 ， 那 么 由 
图 可 见 ， 粒 子 在 飞 过 力 心 后 的 散射 角 是 

四 = 一 200 (4.7.1) 
根据 式 (4.3.5)，0o 角 可 以 由 下 面 的 积分 来 决定 
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2 
_ dr 
% =| a (4.7.2) 


rr 12 
™ /2u(E— U)— 3 


这 里 的 积分 是 从 粒子 离 力 心 的 最 近 位 置 x 到 无 限 远 的 位 置 。 

在 我 们 这 里 所 讨论 的 无 限 运动 的 情况 下 ， 采 用 粒子 在 无 限 远 处 的 速度 vw 和 
所 谓 瞄 准 距离 〈 或 称 为 碰撞 参数 ) p 来 代替 常量 已 和 ;7 特别 方便 。 瞄 准 距离 是 从 
力 心 向 ve 方向 所 引 垂 线 的 长 度 ， 亦 即 这 样 的 上 距离 ;如果 力 场 不 存在 ， 则 粒子 以 
这 样 的 距离 从 力 心 旁边 经 过 (参见 图 4.8)， 能 量 和 和 角 动 量 按 下 列 方式 通过 这 两 
个 量 表示 


7 ， {= Ho (4.7.3) 


图 4.8 粒子 的 散射 


将 式 (4.7.3) 代 人 式 (4.7.2)， 且 被 积 函数 的 分 子 分母 同 除 以 Au 得 


加 dr 
Oo =| 一 一 二 一 一 (4.7.4) 
“mm 1— pA 2U 
r2 Lv 


上 式 与 式 (4.7.1) 联 立 确定 9 对 po 的 依赖 关系 。 

在 物理 学 中 所 遇 到 的 问题 ， 一 般 不 是 一 个 粒子 的 散射 ， 而 是 落 到 散射 中 心 具 
有 相同 速度 的 全 同 粒子 流 的 散射 粒子 流 中 不 同 的 粒子 有 着 不 同 的 瞄准 距离 ， 从 
而 也 以 不 同 的 角度 @ 散射 。 我 们 用 dN 表示 单位 时 间 在 @ 和 68 + dg 两 个 锥 面 之 
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间 的 立体 角 ? dQ 内 的 散射 粒子 数 。 由 于 这 个 量 依赖 于 粒子 流 的 密度 ， 用 它 描述 
散射 过 程 的 特性 并 不 方便 ， 于 是 人 们 引入 了 所 谓 微 分 散射 截面 vc@， 其 定义 为 


_dN 三 1dN 
cd0= 或 so= 了 dn (4.7.5) 


式 中 ,I 是 单位 时 间 内 通过 与 射 束 方向 垂直 的 单位 面积 的 粒子 数 ， 称 为 粒子 人 射 
强度 (或 通 量 密度 )。 之 所 以 把 o 称 为 “截面 ”只 是 因为 它 具 有 面积 的 量 纲 。 它 
完全 由 散射 场 的 形式 所 决定 ， 是 散射 过 程 一 个 重要 的 特征 量 。 
如 果 散 射 具有 轴 对 称 性 〈 如 我 们 正在 讨论 的 有 心力 的 情形 ) ， 便 立即 对 方位 
角 做 出 积分 而 获得 2x， 立 体 角 元 则 可 写作 
dQ =2xsinOdO (4.7.6) 
如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 的 单调 下 降 函 数 ， 则 @ 和 p 间 的 关系 是 互 为 单 值 的 。 
在 这 种 情况 下 ,进入 @ 和 @+ dg 之 间 立 体 角 dQ 内 散射 的 只 是 瞄准 距离 在 一 定 
区 间 p(6@) 和 peo(@) + do(@) 内 的 粒子 。 这 些 粒 子 的 数目 等 于 粒子 人 射 强度 了 与 
半径 为 o 和 p+ do 两 圆 环 间 环 形 面 积 的 乘积 。 所 以 
2rjo | do |= 2rc(9)TJsinB | dg9 | (4.7.7) 
式 (4.7.7) 中 引进 了 绝对 值 符号 ， 这 是 因为 粒子 数 必须 始终 为 正 数 ， 而 2 和 9 
的 变化 方向 常常 相反 。 如 果 把 o 看 作 是 能 量 和 相应 散射 角 的 函数 ， 即 


o = po(O,E) (4.7.8) 
则 微分 截面 对 9 的 依赖 关系 为 
o(@9)|do(@) 
(0)= 0| dg (4.7.9) 


4.7.2 卢 瑟 福 散射 截面 公式 


前 面 所 得 到 的 微分 散射 截面 公式 的 重要 应 用 之 一 是 研究 带电 粒子 在 库仑 场 内 
的 散射 ， 亦 即 静电 场 中 的 散射 ， 这 种 情形 的 势能 为 


U(r) = 和 (4.7.10) 


Q@ 立体 角 定义 为 半径 为 7 的 球面 部 分 面积 与 半径 平方 的 比 
0 
在 球面 坐标 中 立体 角 元 由 下 式 给 出 
dQ = depsin0d0 
正如 我 们 所 期 望 的 ， 对 于 整个 球 而 言 


2 2r x 
4 = 中 = | dp| sn6d6 = 2xxX2= 4rx 


r 


@ 有 的 著作 把 dc = cd9 称 为 微分 散射 截面 ， 而 把 o 称 为 单位 立体 角 的 散射 截面 。 
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将 该 势能 代入 式 (4.7.4) 即 得 


oo 2 
00=| (4.7.11) 
Tmin 1- 人 OO- 2k 
Wl r Ho2r 


注意 到 积分 下 限 rmn 就 是 式 中 根 号 内 表达 式 的 根 。 对 式 (4.7.11) 进行 具体 积 4 
计算 可 得 


COS00 = 一 一 一 一 一 一 ~ (4.7.12) 


2__k’ 2 
po 7 tan 00 (4.7.13) 
根据 式 (4.7.1) 引入 6 = (x 一 日 )/2 ， 则 上 式 成 为 
p= ror (4.7.14) 
将 此 式 对 @ 微 商 并 代入 式 (4.7.9) 便 得 
k \ -4 
(了 (sn2 (4.7.15) 


这 就 是 著名 的 卢 瑟 福 散 射 截面 公式 。 它 说 明 质 心 系 散 射 截面 与 散射 角 半 和 角 正 弦 的 
四 次 方 成 反比 。 应 该 指出 ， 散 射 截面 不 依赖 于 的 符号 ， 所 得 的 结果 对 于 斥 力 
或 引力 的 库仑 场 都 是 相同 的 。 还 值得 注意 的 是 ， 对 库仑 散射 的 量子 力学 处 理 得 出 
了 与 经 典 推导 完全 相同 的 结果 了?。 

在 实际 问题 中 ， 力 场 往往 不 是 事先 知道 的 ， 微 观 粒子 的 场 尤 其 如 此 。 如 果 根 
据 式 (4.7.5)， 通 过 实验 测 得 的 o 与 @ 关系 满足 式 (4.7.15)， 则 可 以 断定 ， 所 
探讨 的 力 场 就 是 反 平 方 斥 力 场 。 在 历史 上 ， 盖 革 和 马 斯 敦 正 是 利用 这 种 方法 通过 
a 粒子 被 金 钉 中 的 原子 散射 实验 证 实 了 原子 的 核 模型 。 


4.7.3 总 散射 截面 


微分 散射 截面 在 空间 所 有 方向 形成 的 整个 4r 立体 角 的 积分 称 为 总 散射 截面 
ot， 即 


@ 玻 尔 (N.Bohr) 证 明 ， 这 两 种 方法 得 出 完全 一 致 的 结果 是 由 于 力 为 1/r? 性 质 的 缘故 ， 对 于 任意 
其 他 形式 的 定律 ， 不 能 期 待 两 种 方法 得 出 相同 的 结果 。 
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ai -| df = | (4.7.16) 
0 
或 者 
0, = | <(e) . 2rsinBdg (4.7.17) 
ct 的 下 标 { 是 英文 total 的 第 一 字母 。 注 意 式 (4.7.5) 中 的 cd0 就 是 dc。 由 于 


进入 6 到 6+d@ 立体 角 元 dQ 的 粒子 数 dN 等 于 半径 o 到 p+ dp 的 环形 面积 乘 
以 粒子 人 射 强度 I， 即 dN = 2xodp*I， 将 它 代 入 式 (4.7.5) 即 得 


do =2nxpdp (4.7.18) 
如 果 以 ou 表示 散射 得 以 发 生 的 最 大 瞄准 距离 ， 则 总 散射 截面 也 可 以 表示 为 
ot = | 2rodp = xp? (4.7.19) 


可 见 总 散射 截面 的 几何 意义 是 ， 它 是 力 心 对 人 射 粒 子 的 一 块 圆 形 有 效 面积 ， 凡 是 
穿 过 这 块 有 效 截 面 的 入射 粒子 都 将 被 散射 ， 而 在 这 块 有 效 截 面 范 围 外 掠 过 的 入 射 
粒子 都 不 会 受 力 场 的 作用 ， 所 以 不 改 运动 方向 。 也 正 因为 如 此 ， 散 射 截 面 也 称 为 
有 效 截 面 。 

卢 瑟 福 散射 的 总 截面 是 

oi 一 入 ) (am 引 "2rsin@dG = co 

这 说 明 ， 不 管 人 射 粒子 的 瞄准 距离 有 多 大 都 必 将 被 散射 。 

在 有 心力 问题 中 ， 总 散射 截面 取 有 限 值 的 力 称 为 短程 力 ， 否 则 就 称 为 长 程 
力 。 卢 瑟 福 散射 的 总 截面 等 于 无 穷 大 ， 说 明 反 平方 斥 力 是 长 程 力 。 


4.7.4 散射 截面 变换 到 实验 室 坐 标 系 


前 面 所 说 的 在 力 心 固定 的 有 心力 场 中 的 散射 ， 实 际 上 是 二 体 问 题 中 的 折合 质 
量 粒 子 相对 于 靶 核 的 散射 其 中 @ 是 相对 于 靶 核 而 言 的 散射 角 。 在 实验 室 坐 标 
系 中 ， 靶 核 由 于 受 人 射 粒子 的 反作用 发 生 运动 ， 所 以 并 不 像 前 面 所 讨论 的 那样 ， 
被 看 成 一 个 不 动 的 力 心 。 在 实验 室 坐 标 系 中 ， 散 射 角 不 是 9 而 是 图 4.9 中 的 bi。 
实验 室 中 实际 测量 的 散射 角 91 是 被 散射 的 粒子 的 最 终 方向 和 入 射 方向 之 间 的 夹 
角 。 另 一 方面 ， 根 据 等 效 单 体 问题 来 计算 的 角度 9 却 是 两 粒子 间 相 对 矢量 的 最 
终 方 向 与 初始 方向 之 间 的 夹 角 。 只 有 当 第 二 个 粒子 在 整个 散射 过 程 中 保持 静止 
时 ， 这 两 种 角度 才 是 一 致 的 。 但 一 般 说 来 ， 第 二 个 质点 虽然 原来 是 静止 的 ， 但 它 
将 被 两 粒子 间 的 相互 作用 力 所 推 动 ， 因 而 像 图 4.9 所 示 ， 这 两 个 角度 的 值 并 不 相 
同 。 所 以 在 实验 室 坐标 系 内 测量 时 ， 从 等 效 单 体 问题 不 能 直接 测 得 散射 角 。 
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图 4.9 实验 室 坐 标 系 内 观察 图 4.10 质心 坐标 系 观察 到 
到 的 两 粒子 的 散射 的 两 个 粒子 的 散射 


为 确定 两 个 散射 角 @ 和 01 之 间 的 关系 ， 我 们 来 研究 一 下 与 两 个 粒子 的 质心 
一 起 运动 的 坐标 系 内 发 生 的 情况 。 在 这 种 坐标 系 内 的 总 线 动 量 为 零 ， 两 个 粒子 始 
终 以 等 值 反 向 的 动量 运动 。 图 4.10 说 明了 质心 系 中 观察 者 所 看 到 的 散射 过 程 。 
散射 前 ， 两 个 粒子 相向 而 来 ， 散 射 后 又 背 向 而 去 。 因 而 ， 相 对 矢量 的 最 终 方向 与 
初始 方向 的 夹 角 @， 必 定 与 其 中 任 一 粒子 在 质心 系 中 的 散射 角 相 等 。 所 以 需要 
考虑 质心 坐标 与 实验 室 坐 标 之 间 的 变换 ， 才 能 得 到 两 个 散射 角 @ 和 91 之 间 的 关 
系 。 

依照 式 (4.7.5) 的 定义 ， 在 实验 室 坐 标 系 中 ， 微 分 散射 截面 的 定义 为 


= 了 给 (4.7.20) 
I 仍然 是 前 面 所 定义 的 入射 强度 ， 立 体 角 元 dQ1=2xsin911d91|，dN 是 单位 时 间 


内 散射 到 立体 角 dQ1 中 的 粒子 数 ， 也 就 是 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 dQ = 
2rsin@1d@ | 的 粒子 数 ， 把 上 式 与 式 (4.7.5) 相 比 较 后 得 


cd0=oad0i[ = 个 ) 
亦 即 
2rc(9)sin@ | d9 1= 2rcol(0i)sin0l | d0i | 
由 此 得 
， d g . 
o1(01) = (9) sing 4@ | - = o(0) de (4.7.21) 


` 确定 了 9 与 91 之 间 的 函数 关系 以 后 ， 即 可 根据 式 (4.7.21) 由 c(@) 求 
o1(01) 。 
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如 果 已 知人 射 粒子 的 质量 m! 和 部 核 的 质量 mm ， 即 可 求 出 8 与 91 之 间 的 关 
系 。 假 设 靶 核 最 初 静止 不 动 。 注 意 : 入 射 粒子 和 靶 核 两 粒子 质心 的 运动 方向 与 人 
射 粒子 的 运动 方向 相同 。 所 以 在 质心 系 中 的 散射 角 就 是 二 体 问 题 中 相对 运动 的 散 
射 角 @ ( 见 图 4.9)。 因 此 6 与 91 之 间 的 函数 关系 就 是 1.15 节 的 式 (1.15.14)， 
即 


sin 加 
tanbl = G+ mi /m2 (4.7.22) 


但 是 ， 要 直接 利用 此 式 去 计算 式 (4.7.21) 并 不 方便 。 于 是 ， 我 们 从 坐标 变换 寻 
找 更 为 方便 计算 的 @ 和 91 之 间 关 系 的 表达 式 。 

设 ri 和 v1 是 散射 后 人 射 粒子 1 在 实验 室 系 中 的 位 置 和 速度 ; r? 和 v1 是 散 
射 后 粒子 1 在 质心 系 中 的 位 置 和 速度 ; R 和 VV 则 是 两 粒子 的 质心 在 实验 室 系 中 
的 位 置 和 (恒定 ) 速度 。 根 据 定义 


六 二 六 十 及 (4.7.23) 
对 上 式 求 微 商 得 

vi=vItV (4.7.24) 
图 4.11 以 图 解 方 式 描绘 了 散射 发 生 以 ， 
后 这 种 矢量 关系 ，ul 和 v1 分 别 与 初始 7- 


方向 上 的 矢量 VV 的 夹 角 就 是 6 和 @。 
由 于 实验 室 系 中 的 靶 原 来 是 静止 的 ， 所 
以 粒子 1 在 该 系 中 的 人 射 速度 v6 与 两 粒 
子 原来 的 相对 速度 相同 。 由 于 总 动量 守 
恒 ， 所 以 质心 的 恒定 速度 可 由 下 式 决 定 


(mi 十 m2)V 三 mivo 


由 此 得 图 4.11 质心 系 和 实验 室 中 速度 间 的 关系 
1 加 
V= mi m2 mau (4.7.25) 


从 图 4.11 中 不 难看 出 


visin0l = vlsin@ (4.7.26) 
以 及 
v1COsO1 = jcos@ + V (4.7.27) 
式 (4.7.26) 与 (4.7.27) 之 比 即 给 出 91 和 @ 之 间 的 关系 
tan01 = (4.7.28) 


式 中 ，B 定义 为 
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0 

m2v] 

把 余 藤 定理 应 用 于 图 4.11 的 三 角形 ， 就 能 用 其 他 速度 表示 出 vw， 从 而 可 得 田 一 
关系 式 


(4.7.29) 


vf = vi + +2o1Vcos@ (4.7.30) 
利用 此 式 从 式 (4.7.27) 中 消去 v1， 并 根据 式 (4.7.25) 用 vo 表示 V， 得 到 
cos01=— O18 (4.7.31) 
V1+2Bcos@+p 


这 些 关 系 式 依然 通过 8B 包含 速度 之 比 。 根 据 质 心 的 定义 ， 粒 子 1 在 质心 系 的 速度 
v 1 与 相对 速度 v 的 关系 决定 于 方程 [参见 式 (4.1.6)] 


£ 


Ed 
vl 二 Uv 
ml 


因此 ，8 也 可 写成 
(4.7.32) 


应 该 强调 指出 ， 式 中 的 v 是 碰撞 后 的 相对 速率 。 如 果 碰 撞 是 弹性 的 ， 两 粒子 的 
总 动能 保持 不 变 ，w 必定 等 于 wo， 即 v= wo， 从 而 


p=! (弹性 碰撞 ) (4.7.33) 


2 

这 一 简单 的 关系 说 明 ， 在 弹性 碰撞 的 情况 下 ，8 与 能 量 或 速率 无 关 @。 这 种 情况 
下 式 (4.7.28) 就 是 式 (4.7.22)。 

将 式 (4.7.31) 代入 式 (4.7.21)， 计算 结果 为 
(1 + 2Bcos® + B22)32 

1+ pcosg 
也 许 应 该 强调 的 是 , c(@) 不 是 观测 者 在 质心 系 中 测 得 的 截面 o(8B@) 和 (6) 都 
是 实验 室 系 中 测 得 的 截面 ， 它 们 只 是 用 不 同 的 坐标 系 表示 而 已 。 

当 两 个 粒子 的 质量 相等 时 ， 弹 性 散射 中 两 个 散射 角 之 间 的 关系 特别 简单 。 由 
于 此 时 8=1， 根 据 式 (4.7.31) 即 得 


/上 + cosgO 名 
cosO1 = 3 =cos 


0=2 (p=1) (4.7.35) 


o1(01) = o(0). (4.7.34) 


由 此 得 


”如 果 碰 撞 是 非 弹性 的 ， 两 个 粒子 的 总 动能 将 变化 ， 例 如 某 种 动能 变 成 地 的 内 部 激发 能 的 形式 。 
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因此 ， 对 于 质量 相等 粒子 的 散射 ， 在 实验 室 系 中 不 可 能 出 现 大 于 90" 的 散射 角 。 
所 有 散射 只 可 能 发 生 在 前 半球 内 。 相 应 地 ， 散 射 截面 由 式 (4.7.34) 用 @ 给 出 


061(01) = 4cos0 : o(O) 01 过 六 (B=1) (4.7.36) 


即使 散射 中 对 @ 来 说 是 各 向 同性 的 ， 即 c(@) 是 与 8 无 关 的 常数 ， 用 91 表示 的 
截面 也 将 按 角 度 的 余弦 规律 变化 。 

我 们 看 到 ， 即 使 在 总 动能 保持 常数 ， 而 鞠 最 初 又 是 静止 的 弹性 碰撞 中 ， 碰 撞 
结果 也 有 一 部 分 动能 传输 给 误 粒 子 ， 而 使 入 射 粒子 的 动能 相应 减少 。 换 句 话说 ， 
碰撞 使 入射 粒子 慢 化 了 。 慢 化 的 程度 可 从 式 (4.7.30) 得 到 ， 只 要 分 别 根据 式 
(4.7.29) 和 (4.7.25) 用 vo 表示 vi 和 V 即 可 得 到 

2 

-= 二 | (1+2BcosO + B?) (4.7.37) 
m2 
对 于 弹性 碰撞 ，8 = m1/m2， 上 式 中 的 (jy./m2B8)? 很 容易 化 为 (1+ 8)-2， 于 是 
式 (4.7.35) 可 改写 为 

FE: _ 1+2p8cos@ + Ap 尾 碟 

Eo (118) (弹性 碰撞 ) (4.7.38) 
式 中 ，Eo 是 实验 室 系 中 入 射 粒子 的 初 动能 ，E1 是 散射 后 相应 的 能 量 。 当 粒子 质 
量 相 等 时 ， 则 上 式 变 为 


E!_1+cosO 
Eo 2 
显然 , 当日 =x，01=x 人 2 时 ，cos (r2) =0， 即 El1=0。 因 此 ， 在 实验 室 系 中 ， 
具有 最 大 散射 角 (@=r，054= r/2) 的 入 射 粒子 将 失去 其 全 部 能 量 而 完全 停止 下 
来 。 这 种 由 散射 引起 的 动能 转移 就 是 热 中 子 反 应 堆 的 “减速 剂 ”所 依据 的 原理 。 
从 上 面 的 计算 过 程 我 们 看 到 ， 从 实验 室 坐 标 系 变换 质心 坐标 系 的 计算 ， 以 及 
动能 转移 的 计算 ， 涉 及 的 经 典 力学 既 不 特别 高 深 也 不 怎么 困难 。 所 用 到 的 只 不 过 
是 动量 和 能 量 守 恒定 律 。 也 正 是 由 于 这 些 极为 基本 的 性 质 ， 使 得 这 里 的 计算 和 所 
得 的 结论 具有 广泛 的 适用 性 。 


=eos20) (4.7.39) 


习 题 


4.1 根据 汤 川 核 力 理论 ， 中 子 与 质子 之 间 的 引力 具有 如 下 形式 的 势能 
ke 
U(r) = 


(k < 0) 

试 求 

(a) 中 子 与 质子 间 的 引力 表达 式 ， 并 与 平方 反比 定律 相 比 较 ; 

(b) 求 质量 为 m 的 粒子 做 半径 为 a 的 圆 运动 的 角 动 量 L 及 能 量 EE。 
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kl(l+tar)e ” 
(a) F=4 1+ or e 
r 
-a Ek(l-aa)e’” 
(b) 大 = — mka(l + aa)e  ™®, E=<* 1 2 < 


4.2 一 质点 受 一 与 距离 的 初次 方 成 反比 的 引力 作用 在 一 直线 上 运动 ， 试 证 此 质点 自 无 穷 


远 到 达 a 时 的 速率 和 自 a 静止 出 发 到 达 全 时 的 速率 相同 。 
4.3 试 推导 下 面 有 心力 量 值 的 公式 


式 中 ，m 为 质点 的 质量 ，r 为 质点 到 力 心 的 距离 ，h =r? 6 = 常数 ，o 为 力 心 到 轨道 切线 的 垂 
直 距 离 。 
4.4 质点 在 有 心力 作用 下 运动 。 此 力 的 量 值 为 质点 到 力 心 距离 > 的 函数 ， 而 质点 的 速率 


则 与 此 距离 成 反比 ， 即 "= 人 对。 如 果 oz > 有 2， 此 处 = r? 6 ， 试 求 质点 的 轨道 方程 。 设 当 
r=r0 时 ，2=0。 


[ 答 ] 四 二 = 寺 Ye 二 全 0 或 = rue' ee， 质点 的 轨道 为 对 数 电 旋 线 。 
4.5 ” 试 证 在 力 与 距离 平方 成 反比 的 权 圆 运动 中 ， 动 能 对 时 间 的 平均 值 等 于 势能 对 时 间 平 
均值 的 一 半 。 
4.6 。 (a) 某 区 星 的 轨道 为 抛物 线 ， 其 近日 点 距离 为 地 球 轨道 〈 假 定 为 图形 ) 半径 的 十 。 
则 此 莫 星 运行 时 ， 在 地 球 轨道 内 停留 的 时 间 为 一 年 的 
2n+2 /7 一 1 


3r nn 2n 


倍 ， 试 证 明之 。 
(b) 试 再 证 明 任何 抛物 线 轨 道 的 在 星 停留 在 地 球 轨道 〈 仍 假定 为 圆 形 ) 内 的 最 长 时 间 为 


一 年 的 关 傍 ， 或 约 为 76 日 。 
4.7 质量 为 m 的 质点 在 有 心 斥 力 场 叭 中 运动 ， 式 中 r 为 质点 到 力 心 O 的 距离 ，c 为 常 


数 。 当 质点 离 O 很 远 时 ， 质 点 的 速度 为 ve ， 而 其 渐 近 线 与 O 的 垂直 距离 则 为 。( 即 瞄准 距 
离 )。 试 求 质点 与 O 的 最 近 距离 a。 


工 
[ 答 ] a= (o+ 二 入 


4.8 ”如 质点 受 有 心力 作用 而 做 贺 


运动 时 ， 则 


题 4.7 图 
试 证 明之 。 式 中 由 = 72 0 。 
4.9 质点 受 有 心力 作用 而 做 双 纽 线 
疡 = azcosb 
的 运动 时 ， 则 
F= 3ma’h 


试 证 明之 。 式 中 =r?0。 
4.10 如 Ss 及 Ss 为 质点 在 远 日 点 及 近日 点 处 的 速率 ， 试 证 
S$,:$,= (1l+e) : (1-e) 
式 中 ，e 为 离心 率 。 
4.11 试 求 在 力 与 距离 平方 成 反比 的 问题 中 ， 总 能 量 与 离心 率 e 之 间 的 关系 。 


2 . 
[ 答 ] oe=V 1+ 敌 芋 ， 式 中 h=r26 


第 五 章 ” 非 惯性 系 中 的 运动 
5.1 选用 非 惯性 系 的 必要 性 


迄今 为 止 ， 在 研究 力学 系统 运动 时 ， 我 们 一 直选 择 惯 性 计算 系统 。 只 有 在 惯 
性 系 中 ， 比 如 说 ， 一 个 质点 在 外 力 场 中 运动 ， 其 拉 格 朗 日 函数 才 有 如 下 的 形式 


[= 下 -0U (5.1.1) 
相应 地 ， 也 才 有 如 下 形式 的 运动 方程 
mw 时 = 一 守 (5.1.2) 


当然 ， 在 一 惯性 系 中 描述 一 个 系统 的 运动 总 是 可 能 的 。 但 是 ， 有 些 类 型 的 问题 ， 
在 惯性 系 中 方程 极其 复杂 ， 而 在 一 非 惯性 系 中 研究 倒 变 得 容易 一 些 。 

例如 ， 为 了 描述 位 于 地 球 表面 或 其 附近 质点 的 运动 ， 显 然 选 择 与 地 球 固 接 的 
坐标 系 是 比较 好 的 选择 。 然 而 我 们 知道 ， 相 对 于 与 某 不 动 的 恒星 固 接 的 惯性 系 来 
看 ， 地 球 在 做 着 包含 多 种 转动 的 复杂 运动 (和 因此 而 产生 的 加 速度 )。 所 以 ， 地 
球 坐标 系 是 非 惯 性 参考 系 。 虽 然 许多 问题 的 解 在 期 望 的 精确 度 范 围 内 可 以 忽略 这 
种 差别 , 但 是 ， 由 于 地 球 坐 标 系 的 非 惯性 本 质 引 起 的 许多 重要 效应 ， 在 有 些 问题 
中 却 是 必须 考虑 的 。 

本 章 我 们 将 要 研究 在 非 惯 性 系 中 质点 的 运动 方程 是 什么 样 的 形式 。 解 决 这 一 
问题 的 出 发 点 仍然 是 最 小 作用 量 原理 ， 它 的 应 用 范围 不 受 选择 坐标 系 的 限制 ， 同 
时 拉 格 朗 日 方程 


doL 939L 
dav0 ar (5.1.3) 


也 照样 有 效 。 然 而 拉 格 朗 日 函数 已 不 再 具有 式 (5.1.1) 的 形式 了 。 为 求 得 非 惯 
性 系 中 的 拉 格 朗 晶 函数， 必须 做 适当 的 变换 。 


5.2 平 动 坐标 系 


设 坐标 系 K “相对 于 惯性 坐标 系 K 以 速度 V(z) 移动 。 质 点 相对 于 坐标 系 KK 
和 K 的 速度 分 别 为 和 wb ， 二 者 之 间 以 下 式 联系 
v=v +V (5.2.1) 
将 此 式 代入 式 (5.1.1)， 得 到 坐标 系 K 中 的 拉 格 朗 日 函数 
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“2 
= tmv' V+ Vi-U (5.2.2) 


然而 ,V2(z) 是 已 知 的 时 间 函 数 ， 可 把 它 写 成 另外 某 一 函数 对 上 的 全 微 商 ， 由 

2.5 节 知 ， 拉 格 朗 日 函数 的 准确 度 是 到 可 以 加 上 时 间 和 坐标 的 任意 函数 的 全 微 

商 。 因 此 , 式 (5.2.2) 中 的 第 三 项 可 以 去 掉 。 此 外 ， 由 于 

“dr 

di 

其 中 , r 是 质点 在 坐标 系 开 “中 的 位 矢 ， 所 以 式 (5.2.2) 中 的 第 二 项 可 写成 
mv'V=mV 时 -= 二 (mvVr’) -mr 和 

把 此 式 代 入 拉 格 朗 日 函数 式 (5.2.2) 中 ,再 次 去 掉 其 中 对 时 间 的 全 微 商 ， 最 后 

得 到 


vb 


L' = 总 mVr —U (5.2.3) 
将 所 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 式 (5.2.3) 代入 拉 格 朗 日 方程 (5.1.3) 得 
du _9aU_ 
mr a (5.2.4) 


我 们 看 到 ， 从 对 于 质点 运动 方程 的 影响 的 意义 上 来 说 ， 坐 标 系 的 加 速 运动 与 

一 个 均匀 力 场 的 出 现 等 价 ， 而 且 在 这 个 场 中 的 作用 力 等 于 加 速度 和 粒子 质量 的 乘 
积 ， 但 方向 则 和 加 速度 的 方向 相反 。 若 令 

ao=V (5.2.5) 

即 用 ao 表示 K 系 相对 于 KK 系 的 加 速度 ， 这 就 是 质点 被 K' 系 带 着 一 起 运动 时 获 

得 的 加 速度 ， 称 为 牵连 加 速度 。 因 而 〈- mao) 这 一 项 称 为 牵连 惯性 力 。 而 式 

(5.2.4) 右 端 的 第 一 项 是 真实 力 ， 真 实力 对 于 任何 参考 系 的 观察 者 来 说 都 是 一 样 

的 。 因 而 式 (5.2.4) 又 可 写成 
ma’ =F- mao (5.2.6) 


5.3 转动 坐标 系 


让 我 们 来 考虑 两 套 坐标 系 ， 其 中 一 个 是 “固定 ”的 ， 或 者 说 是 惯性 的 ; 另 一 
个 坐标 系 相 对 于 惯性 系 是 运动 的 。 我 们 将 分 别 以 “固定 ” (fixed) 和 “转动 ” 
(rotating) 坐标 系 来 称呼 它们 。 设 以 x“; 表示 固定 坐标 系 中 的 坐标 ， 而 以 2; 表示 
转动 坐标 系 中 的 坐标 〈 注 意 与 以 前 研究 平 动 坐标 系 符 号 标记 上 的 区 别 )。 若 我 们 
取 了 点 如 图 5.1 所 示 。 显 然 有 

r=Rir (5.3.1) 
其 中 ,x' 是 固定 坐标 系 中 PP 点 的 位 矢 ,，r 是 转动 坐标 系 中 PP 点 的 位 和 撩 。R 是 由 辕 
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定 坐 标 系 的 原点 指向 转动 坐标 系 原点 
的 位 矢 ， 它 定 出 转动 坐标 系 的 原点 在 
固定 坐标 系 中 的 位 置 。 

一 个 任意 无 穷 小 位 移 ， 总 可 以 用 
绕 某 个 轴 的 纯 转 动 来 表示 ， 这 个 轴 叫 
是 时 转动 轴 。 例 如 ， 一 个 沿 斜 面 滚动 
的 圆 盘 的 瞬时 运动 ， 可 以 用 绕 着 圆 盘 
和 和 斜面 接触 点 的 转动 来 描述 。 因 此 ， 
若 zx; 系 经 受 一 无 穷 小 转动 d9， 已 点 
的 运动 (我 们 暂时 把 它 看 作 在 x; 系 中 
是 静止 的 ) 相当 于 某 个 无 穷 小 的 位 移 ， 


图 5.1 不 同 坐 标 系 间 的 矢量 关系 


可 以 用 式 (2.12.1) 写作 

(dr)f=d68xr (5.3.2) 
式 中 ， 下 标 f 是 英文 fixed 的 缩写 ， 表示 “固定 ”"， 用 以 指明 dr 是 在 zf 系 (固定 
坐标 系 ) 观测 的 。 固 定 坐标 系 我 们 也 常 称 为 静止 坐标 系 ， 简 称 静 系 。 用 发 生 无 穷 
小 转动 的 时 间 间 隔 dz 去 除 上 式 ， 我 们 得 到 在 固定 坐标 系 中 测 得 的 > 随时 间 的 变 
化 率 


(EE) = (5.3.3) 
由 于 转动 的 角速度 为 
w= 时 (5.3.4) 
所 以 
(EE)=oxr (5.3.5) 


这 个 速度 是 对 于 固定 在 x; 系 中 的 P 点 而 言 的 。 

如 果 我 们 现在 计 及 P 对 x; 系 有 一 速度 (dr /di ),( 下 标 r 是 英文 rotating 的 
第 一 个 字母 ， 表 示 dr /dt 是 在 转动 坐标 系 中 测量 )， 那 么 这 个 速度 必须 再 加 上 
wxr 才 得 到 在 固定 坐标 系 中 随时 间 的 变化 率 


加 -的 2 ea 


虽然 在 导出 式 (5.3.6) 时 选择 了 位 矢 +， 然而 这 个 表达 式 的 正确 性 并 不 限 
于 矢量 +。 事实 上 ， 对 任意 一 个 矢量 8 均 有 


ee 
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式 (5.3.7) 是 两 个 坐标 系 之 间 的 时 间 微 商 变换 方程 ， 推 导 过 程 中 对 矢量 没有 施 
加 任何 条 件 。 为 了 强调 @ 的 任意 性 ， 可 以 把 方程 (5.3.7) 写成 作用 于 某 个 给 定 


矢量 的 算 符 方程 
(二 =( 训 ) +ox (5.3.8) 
例如 ， 我 们 注意 到 ， 角 加 速度 w 在 固定 坐标 系 和 转动 坐标 系 都 是 一 样 的 
( 午 )=( 竺 ) +oxe=6 (5.3.9) 


由 于 w Xe 为 零 ， 所 以 w 表示 在 两 个 坐标 系 中 的 共同 的 角 加 速度 值 。 
算 符 方程 (5.3.8) 现在 也 可 用 来 获取 在 固定 坐标 系 中 测 得 的 已 点 速度 的 表 
达 式 。 由 式 (5.3.1) 我 们 有 


(全 人 Sa 

因此 
ey 

若 令 
v=i= (各 ) (5.3.12a) 
v=-&=( 侣 ) (5.3.12b) 
v== (于) (5.3.12c) 

于 是 ,我 们 可 以 把 式 (5.3,11) 写 为 

vi=V+py.+@xXr (5.3.13) 

其 中 


ur= 质点 相对 于 固定 坐标 系 的 速度 ; 
YY = 运动 坐标 系 原 点 移动 的 线 速 度 ; 
wz= 质 点 相对 于 转动 坐标 系 的 速度 ; 
ww 三 转动 坐标 系 的 角速度 ; 
wm Xr 二 由 于 运动 坐标 系 转动 引起 的 速度 。 
通常 把 式 (5.3.13) 分 解 为 两 部 分 
VD{= Vr+ ve (5.3.14) 
其 中 
ve=V+iomxr (5.3.15) 
叫 牵 连 速度 。vi 通常 也 叫绝 对 速度 。u, 称 为 相对 速度 。 
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5.4 科 里 奥 利 力 


5.4.1 科 里 奥 利 力 


如 前 所 述 ， 牛 顿 方程 五 = ma 只 有 在 惯性 参考 系 才 成 立 。 因 此 作用 在 一 个 质 
点 上 的 力 的 表达 式 可 以 从 下 式 得 到 


P= mai=m (oP!), (5.4.1) 
注意 : 这 里 的 微 商 必须 对 固定 坐标 系 进行 。 由 式 (5.3.13) 知 
Vr=V+ivtoxr (5.4.2) 


首先 考虑 角速度 不 变 的 情形 (所 以 @ =0， 这 一 约束 在 我 们 所 考虑 的 问题 
中 ， 实 际 上 是 一 个 并 没有 很 大 局 限 性 的 限制 )。 因 地 球 上 的 测量 通常 是 相对 于 轩 
定 在 地 球 上 的 坐标 系 进行 ， 固 定 在 地 球 上 的 坐标 系 就 属 此 种 情况 。 对 式 (5.4.2) 
进行 微 商 ， 考 虑 到 角速度 不 变 (w =0) 则 有 


P= met mr) + mox | 时) (5.4.3) 
式 (5.4.3) 中 的 第 二 项 可 用 式 (5.3.8) 的 算 符 公式 计算 ， 于 是 

dvry _ /du， 加 

(名 ) -人 jxwre+axw (5.4.4) 


上 式 中 的 a, 是 转动 坐标 系 的 加 速度 。 式 (5.4.3) 的 最 后 一 项 可 直接 利用 式 
(5.3.8) 的 算 符 公式 求 得 

ox (各 ) = wx (9 ) +OX(OXr)=XxXvy+OXx(wxXxr) (5.4.5) 
把 式 (5.4.3) 一 (5.4.5) 合并 起 来 得 


F=mRitmatmox(oxr)ti2moxv, (oo=0) (5.4.6) 


式 中 ，R: 是 运动 坐标 系 的 原点 相对 于 固定 坐标 系 的 加 速度 。 
在 大 多 数 应 用 中 ，x; 系 的 原点 对 惯性 坐标 系 并 无 加 速度 ， 就 是 说 zx; 系 只 有 


转动 ， 或 者 只 有 转动 再 加 上 一 相对 于 固定 系 的 匀速 运动 ， 在 这 种 情形 下 及 ;= 0， 
于 是 
F= mar= ma,t m@ xX (Xr)+2me xD (5.4.7) 
式 中 ， 第 一 项 是 牛顿 方程 的 通常 项 。[- mw x (@ x r)] 是 所 谓 的 离心 力 ( 当 m 
垂直 于 位 矢 r 时 简化 为 mw?r)。 注 意 : 负 号 意味 着 离心 力 是 自转 动 中 心 向 外 指 的 
( 见 图 5.2)。 这 一 项 是 由 运动 坐标 系 的 转动 引起 的 。 
式 (5.4.7) 中 的 最 后 一 项 全 然 是 一 个 新 量 ， 是 由 质点 在 转动 坐标 系 中 的 运 
动产 生 的 ， 这 一 项 称 为 科 里 奥 利 力 。 我 们 看 到 ， 科 里 奥 利 力 确实 是 由 于 质点 的 运 
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动 所 产生 的 ， 因 为 这 项 正比 于 wr， 若 质点 
相对 转动 坐标 系 没有 运动 ， 该 力 即 为 零 。 


5.4.2 达 朗 贝尔 原理 


值得 指出 ， 我 们 这 里 所 说 的 “离心 力 ” 

和 “ 科 里 奥 利 力 ”并 不 是 通常 意义 上 的 -% x(w xr) 
“ 力 ”"。 它 们 是 用 人 为 的 方法 引进 的 ， 其 目 
的 是 使 非 惯 性 系 中 的 方程 也 能 够 写成 类 似 r 
于 牛顿 方程 的 形式 。 就 是 说 ， 方 程 

F= mar (5.4.8) 四 
仅 在 惯性 系 中 成 立 。 如 果 在 转动 坐标 系 中 
我 们 也 希望 写成 类 似 的 形式 ， 作 用 于 质点 
上 的 有 效力 为 图 5.2 惯性 离心 力 的 指向 

Fr= mar (5.4.9) 
于 是 ， 可 以 把 这 样 一 个 方程 用 真正 的 力 ma 表示 为 

Fet= maf+ ( 非 惯 性 项 ) (5.4.10) 

式 中 的 “ 非 惯性 项 ”被 认 作 是 “离心 力 ” 和 “ 科 里 奥 利 力 ”。 例 如 ， 如 果 一 个 物 
体 绕 一 固定 力 心 转动 ， 作 用 于 物体 上 唯一 真正 的 力 只 有 指向 力 心 的 引力 (从 而 产 
生 向 心 加 速度 )。 然 而 ， 随 转动 物体 一 起 运动 的 观察 者 ， 在 测 出 这 项 向 心力 的 同 
时 ， 还 注意 到 这 个 物体 并 未 向 力 心 运动 。 为 使 这 一 结果 与 作用 在 物体 上 的 净 力 为 
零 的 要 求 相 符合 ， 观 察 者 必须 假设 一 个 附加 力 一 一 离心 力 。 但 这 个 要 求 是 人 为 
的 。 为 了 将 这 个 力 和 通常 意义 上 的 离心 力 加 以 区 别 ， 称 之 为 惯性 离心 力 。 它 的 产 
生 纯 粹 是 人 们 试图 把 牛顿 方程 的 形式 推广 到 非 惯性 系 而 引进 的 一 个 虚构 的 “修正 
力 ”"。 类 似 的 解释 同样 适用 于 科 里 奥 利 力 。 这 些 “ 力 ”是 在 描述 有 相对 于 转动 物 
体 的 运动 时 产生 的 。 

要 描述 一 个 质点 相对 于 一 个 物体 的 运动 ， 而 一 物体 又 相对 于 惯性 参照 系 做 转 
动 ， 这 显然 是 一 件 复杂 的 事情 。 但 是 ， 通 过 引入 “ 非 惯性 项 ”这 个 简单 的 权宜 之 
计 ， 就 可 以 用 类 似 牛 顿 方程 的 运动 方程 ， 从 而 使 问题 比较 容易 解释 。 

式 〈5.4.10) 中 的 非 惯性 项 的 力 统称 为 惯性 力 。 在 每 一 时 刻 ， 惯 性 力 与 施 于 
质点 上 的 力 平 衡 。 这 个 原理 称 为 达 朗 贝尔 原理 。 


5.4.3” 科 里 奥 利 定理 


上 面 仅 讨论 了 % = 0 这 种 特殊 情况 。 对 于 一 般 情况 ， 由 5.3 节 的 式 
(5.3.13) 知 


vi=V+t+vtoxr (5.4.11) 
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直接 对 上 式 求 微 商 ,得 质点 的 加 速度 


a= 字 +( 针 ) +[ 蝇 (oxr)] (5.4.12) 
其 中 
(多)= (全 ) + ox ow. = drt+@ Xx vr (5.4.13) 
[fo x | = [Bo xr| +@x(wxr) 
= [时 xr+ox 于 ] + 四 X(wXxr) 
= 有 xr+gxu+wox(oxr) (5.4.14) 
上 式 中 我 们 以 p 表示 角 加 速度 ， 即 
-dw 
户 = 了 (5.4.15) 
再 令 
qo= 守 (5.4.16) 
式 (5.4.12) 可 以 写成 
af= 0+ 有 xr+mwx(oxr)+ar+2o0oxb， (5.4.17) 
把 上 式 分 为 三 项 之 和 
dt=art+acta. (5.4.18) 
其 中 
ae=aothxrtox (wxr) (5.4.19) 
d=20 Xv. (5.4.20) 


ar 是 相对 加 速度 ，a。 是 牵连 加 速度 ，a。 是 科 里 奥 利 加 速度 。 其 中 a. 的 第 一 项 
ao 是 运动 坐标 系 的 平 动 加 速度 ， 即 质点 的 牵连 平 动 加 速度 ; B x + 是 质点 的 牵连 
切 向 加 速度 ae-; w x (w x r) 是 牵连 法 向 加 速度 a。,。 总 之 ， 在 一 般 情况 下 ， 质 
点 的 绝对 加 速度 等 于 其 相对 加 速度 、 牵 连 加 速度 和 科 里 奥 利 加 速度 的 矢量 和 ， 这 
就 是 科 里 奥 利 定理 。 
式 (5.4.18) 乘 以 质点 的 质量 mx ， 即 可 得 到 惯性 系 中 动力 学 方程 为 

mat=F= mart maet maec (5.4.21) 
若 将 上 式 改 为 如 下 形式 ， 可 得 非 惯 性 系 ( 即 有 加 速度 运动 的 参照 系 ) 中 的 运动 微 
分 方程 

下 cf 一 mar = maf— mde — ma 


= F+(- mae) + (- ma.) (5.4.22) 
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从 式 (5.4.22) 看 出 ， 如 果 在 非 惯 性 系 中 仍然 用 牛顿 第 二 定律 的 观点 来 解释 ， 那 
么 质点 好 像 受到 一 个 有 效力 Fg 的 作用 而 产生 加 速度 a.。 有 效力 由 三 项 组 成 ， 第 
一 项 是 其 他 物体 对 质点 的 作用 力 ， 这 个 力 满足 牛顿 第 三 定律 ， 有 反作用 力 ， 
故 称 真实 力 。 真 实力 对 任何 参照 系 的 观察 者 来 说 都 是 一 样 的 。 至 于 后 两 项 ， 其 情 
况 却 大 不 相同 。 一 方面 它们 与 力 具 有 相同 的 量 纲 ， 如 果 把 它们 看 成 作用 在 质点 上 
的 力 ， 那 么 它们 像 真实 力 一 样 ， 将 产生 相应 的 加 速度 ; 另 一 方面 ， 它 们 并 不 是 一 
种 真实 物体 之 间 的 相互 作用 力 ， 即 不 存在 作用 物体 ， 因 而 也 没有 反作用 力 。 从 这 
个 意义 上 说 来 ， 如 果 仍 然 把 它们 看 成 一 种 力 ， 只 不 过 是 一 种 虚构 的 “修正 力 ”而 
已 。 按 惯例 ,将 (ma。) 称 为 牵连 惯性 力 ， 以 &。 标 记 ; 而 (一 ma.) 叫 科 里 
奥 利 惯性 力 ， 简 称 科 里 奥 利 力 ， 记 作 &@.。 于 是 ， 质 点 在 非 惯 性 系 中 的 运动 微分 
方程 为 
mar=F+Q.+0Q. (5.4.23) 
可 见 ， 当 引进 惯性 力 以 后 ， 在 非 惯 性 系 中 解 动力 学 问题 所 用 的 方程 ， 在 形式 
上 就 和 惯性 系 完全 一 样 ， 所 不 同 的 只 是 在 非 惯性 系 中 所 受 的 力 应 换 成 有 效力 。 


“5.5 相对 地 球 的 运动 


我 们 人 类 生存 的 地 球 本 身 就 是 一 个 天 体 。 在 众多 的 天 体 中 ， 人 恒星 与 恒星 之 间 
的 距离 十 分 遥远 ， 例 如 一 颗 典 型 的 恒星 离 它 最近 的 别 的 恒星 至 少 有 10m 远 ， 而 
且 我 们 现 有 的 仪器 实际 上 很 难 观测 到 恒星 之 间 相 对 运动 的 加 速度 。 因 此 ， 在 实际 
上 可 以 认为 恒星 之 间 是 彼此 孤立 的 ， 以 相对 不 动 的 众多 恒星 作 参 考 物体 建立 的 坐 
标 系 是 一 个 足够 应 用 的 惯性 系 。 在 这 个 惯性 系 中 ， 地 球 绕 太阳 的 运动 (公转) 几 
平 是 等 速 圆周 运动 ， 公 转 的 周期 约 为 一 年 。 随 着 地 球 绕 太 阳 公 转 的 同时 ， 地 球 还 
几乎 绕 着 过 南北 极 的 固定 方向 自 西向 东 自 转 ， 其 周期 约 为 24h。 所 以 ， 地 球 自转 
的 角速度 
w= 6D =7.29X10 Ss"! (5.5.1) 


在 地 面 上 或 在 地 面 附近 运动 的 物体 在 以 地 球 质心 为 坐标 原点 ， 并 随 着 地 球 一 

起 运动 的 坐标 系 是 一 个 非 惯 性 系 ， 在 这 个 非 惯性 系 中 ， 根 据 式 (5.4.7)， 它 所 满 
足 的 方程 是 

mar=F+mgo— mo xX (® Xr) -2m8 xv, (5.5.2) 

方程 (5.5.2) 中 的 w 就 是 式 (5.5.1) 的 地 球 自转 角速度 ，r 为 物体 相对 地 球 

质心 的 位 和 撩 ，mg。 是 地 球 的 万 有 引力 ，F 代表 地 球 以 外 其 他 物体 的 作用 。 上 式 

中 的 第 二 项 [一 mw x 《wxr)] 是 惯性 离心 力 ， 它 是 一 个 垂直 于 w 的 矢量 ， 指 

向 向 外 (参见 图 5.2)， 它 的 量 值 为 mw?*rsin6。 第 三 项 是 科 里 奥 利 力 。 当 质点 更 
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止 在 运动 坐标 系 内 时 (v,=0)， 惯 性 离心 力 是 有 效力 中 唯一 的 附加 项 ; 当 质 点 运 
动 时 ， 称 为 科 里 奥 利 力 的 那 一 项 也 将 起 作用 。 

如 果 取 ww 为 式 (5.5.1) 的 值 ，r 等 于 地 球 的 半径 ， 即 x =6.4x105m， 即 刻 
可 得 最 大 的 向 心 加 速度 为 

wr=3.38x10-2m's-? 
它 约 为 重力 加 速度 的 0.3% 。 这 一 加 速度 虽 小 ， 对 物体 的 重力 还 是 有 一 定 的 影 
响 。 实 际 测 得 的 重力 〈《 有 时 称 为 表 观 重力 ) mg 的 作用 代表 了 地 球 质量 分 布 的 引 
力 场 和 向 心 加 速度 效应 (惯性 离心 力作 用 ) 二 者 的 综合 作用 。 人 们 已 经 习惯 把 二 
者 之 和 说 成 地 球 的 重力 场 ， 以 区 别 于 地 球 的 引力 场 。 重 力 是 引力 和 惯性 离心 力 的 
矢量 和 ( 见 图 5.3) 
mg=mgo “mmx (wxr) (5.5.3) 

自然 重力 将 随 纬度 变化 ， 赤 道上 最 小 ， 而 
极地 最 大 。 重 力 方 向 与 引力 方向 也 不 一 
致 。 引 力作 用 线 通过 地 心 ， 而 重力 作用 线 
一 般 并 不 通过 地 心 (两 极 除外 ) 了 。 

地 球 绕 太 阳 公 转 的 角 频 率 是 自转 角 频 
率 的 1/365, 或 者 说 地 球 公 转 的 角 频 率 是 自 
转角 频率 的 2.7 x 10-3 倍 。 另 一 方面 ，r 
则 要 大 上 一 个 绕 太 阳 运 动 的 轨道 半径 与 地 
球 半 径 的 比值 0.25 x 105。 因 此 ， 由 地 球 
公转 引起 的 离心 力 与 其 自转 引起 的 离心 力 
之 比 近似 地 为 

0.25 x 10° x (2.7 x 10-3)2 2 0.2 
这 个 数值 说 明 ， 太 阳 公 转 引力 的 离心 力 不 
是 以 对 地 面 附近 物体 的 运动 有 重要 影响 ， 因 而 可 以 略 去 ,含有 w? 项 的 地 球 自 转 
引起 的 惯性 离心 力 亦 略 去 ， 也 就 是 说 粗略 地 认为 重力 通过 地 心 ， 则 由 式 (5.5.2) 


得 


图 5.3 重力 


mar=F- mge,—2me Xv, (5.5.4) 
式 中 ，g 为 重力 加 速度 。 在 动力 学 方程 (5.5.4) 中 ,， 是 其 他 物体 的 作用 力 ， 
与 地 球 自转 无 关 ; mg = - mage。 是 常 力 场 ， 如 果 考 虑 高 阶 项 ， 也 只 不 过 在 原来 局 
部 引力 场 上 加 上 一 点 不 随 物体 运动 变化 的 微小 修正 量 。 由 于 地 球 自转 而 使 物体 表 


中 由 于 地 球 引 力 场 的 强度 go 和 重力 场 的 强度 g 相差 甚 微 ( 详 细 计 算 可 知 二 考量 值 上 相差 不 大 于 g0 的 
十分 之 三 到 千 分 之 四 ) ,所 以 通常 不 区 分 g 和 g, 的 差别 ,而 将 它们 统 记 为 g, 称 为 重力 加 速度 。 自然 万 有 引力 
mgo 和 重力 mg 亦 相 差 甚 微 ,从 而 忽略 它们 二 者 的 差别 ,并 在 很 多 场合 混用 万 有 引力 和 重力 这 两 个 名 称 。 
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现 的 非 惯 性 效应 主要 是 科 里 奥 利 力 。 图 5.4 中 的 圆 球 代表 地 球 ， 一 质点 在 北半球 
某 点 O "上 以 速度 ur 相对 于 地 球 运动 ， 该 点 的 纬度 为 1。 图 中 SN 是 地 轴 ， 地 球 
自转 速度 w 就 沿 着 该 轴 。 取 O ”为 原点 ， 单 位 矢量 e, 铅 科 向 上 ，e: 水 平 向 南 ， 
ey 水 平 向 东 ， 通 常 称 之 为 地 表 坐 标 系 。 由 于 w 与 e,，e. 共 面 ， 故 得 


cr 三 一 coOSA 
wy=0 ($5.5.5) 
wi = WSINA 
于 是 
ex ey e- 
Xv.= |— wcosA 0 wsinA 
x y 之 
=— wysinAer + (wzcosA + wzsinh )e, — wycoshe。 (5.5.6) 
将 式 (5.5.6) 代入 式 (5.5.4), 便 可 写 出 其 投影 方程 
mz = F, + 2mwysinA | 
my = F, ~ 2mw(zxsinA + | (5.5.7) 
mz = F,— mg +2mwycosA 


利用 方程 (5.5.4) ， 或 者 它 的 投影 方程 (5.5.7)， 我 们 可 以 定性 地 或 定量 地 
研究 由 于 地 球 自转 产生 的 影响 。 我 们 首先 定性 地 解释 三 个 现象 ， 然 后 定量 地 计算 
一 个 现象 。 

1. 相对 于 地 面 的 平衡 

车 物体 相对 于 地 面 静止 不 动 ， 则 相对 速度 v, 和 相对 加 速度 a, 都 等 于 零 。 于 
是 ， 动 力学 方程 (5.5.4) 就 变 成 下 面 的 平衡 方程 

Fi+mg=0 (5.5.8) 
这 个 方程 说 明 ， 为 了 保持 物体 相对 于 地 面 平 衡 ， 必 须 施加 一 个 与 该 物体 的 重力 大 
小 相等 且 方 向 相反 的 作用 力 F。 我 们 知道 ， 这 个 作用 力 的 反作用 力 是 相对 于 地 面 
平衡 的 物体 对 支持 它 平衡 的 其 他 物体 的 作用 力 ， 且 与 mg 相等 。 由 于 这 个 原因 ， 
通常 又 把 在 地 面 上 平衡 的 物体 对 支持 它 平 衡 的 其 他 物体 的 作用 力 称 为 重力 。 人 们 
通常 用 台秤 或 弹簧 秤 测 得 物体 的 重量 ， 就 是 重力 的 大 小 (严格 地 说 ， 并 不 是 地 球 
对 物体 的 万 有 引力 的 大 小 )。 在 许多 场合 ， 重 力 的 概念 又 被 进一步 推广 ， 把 重力 
场 中 相对 任 一 参考 系 (例如 人 造 地 球 卫 星 内 部 ) 相对 平衡 的 物体 对 支持 物 的 作用 
力也 称 为 重力 。 在 此 情况 下 ， 重 力 的 大 小 和 方向 须 由 观察 者 所 在 的 参考 系 确定 。 
在 人 造 地 球 卫 星 内 ， 物 体 浮 在 空中 静止 不 动 ， 其 重力 就 认为 等 于 零 ， 这 就 是 通常 
所 说 的 失重 。 
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图 5.4 地球 自转 的 影响 


当 一 个 物体 被 芳 挂 在 地 面 上 某 处 而 处 于 平 
衡 时 ， 野 线 的 方向 沿 着 重力 作用 线 (而 不 是 万 
有 引力 的 作用 线 )， 这 个 方向 称 为 物体 所 在 处 
的 竖 直 方向 (或 铝 直 方向 )， 沿 着 这 方向 的 直 
线 称 为 铅 垂 线 。 所 以 ， 铅 垂 线 一 般 不 是 通过 地 


' 球 中 心 的 。 与 铅 垂 线 垂 直 的 平面 称 为 地 面 上 该 


物体 所 在 处 的 水 平面 。 根 据 方程 (5.5.8) 可 
知 ， 置 于 光滑 水 平面 上 的 物体 可 以 相对 地 面 保 
持平 衡 。 根 据 流体 力学 可 知 ， 静 止 液体 的 自由 
表面 与 外 力 场 垂直 ， 因 此 ， 海 平面 应 与 重力 方 
向 垂直 ， 因 而 是 水 平面 。 由 此 可 以 推论 ， 从 总 
体 上 来 说 ， 实 际 上 地 球 不 应 该 是 正 圆 形 的 ， 而 
应 是 从 两 极 向 地 心 稍 有 压 扁 的 旋转 椭圆 球 ， 而 
且 这 个 形状 应 该 使 它 表面 上 每 一 点 处 的 切 平面 
成 为 上 面 所 定义 的 水 平面 。 地 球 的 实际 形状 大 
体 上 正 符合 这 个 要 求 。 

2. 轨道 的 磨损 和 河岸 的 冲刷 

代表 地 球 自转 的 角速度 矢量 w 是 指向 北 
方 的 。 所 以 在 北半球 ，@o 有 一 分 量 w， 洛 着 


本 地 的 铬 垂 线 朝 外 指 。 如 果 一 质点 以 速度 b, 在 水 平面 内 (在 地 球 表面 的 地 表 坐 
标 系 中 ) 抛射 则 科 里 奥 利 力 -2mw x ux 将 在 水 平面 内 有 一 大 小 为 2mwv, 的 分 
量 , 其 方向 将 指向 质点 运动 的 右 侧 ( 见 图 5.5) 因而 与 原来 的 运动 方向 发 生 偏 


离 。 


图 5.5 北半球 的 科 里 奥 利 偏转 方向 


5.5 相对 地 球 的 运动 ，195 ， 


由 于 科 里 奥 利 力 水 平分 量 的 数值 正比 于 w 的 垂直 分 量 ， 科 里 奥 利 力 中 能 产 
生 偏 移 的 有 效 部 分 与 纬度 有 关 ， 在 北极 为 极 大 值 ， 而 在 赤道 为 零 。 这 种 科 里 奥 利 
偏转 长 年 累 月 的 作用 使 得 北半球 河流 右岸 的 冲刷 基于 左岸 ， 因 而 比较 陡峭 ， 双 轨 
单行 铁路 的 情形 也 是 这 样 。 由 于 右 轨 所 受到 的 压力 大 于 左 轨 ， 因 而 磨损 较 甚 。 

在 南半球 ， 分 量 w。 是 沿 本 地 铅 垂 线 朝 内 指 ， 因 而 所 有 的 偏 移 均 与 在 北半球 
反 向 ， 所 以 ， 南 半球 河流 左岸 冲刷 较 甚 ， 而 双轨 单行 铁路 的 左 轨 磨 损 较 甚 。 

3. 因 地 球 自转 引起 的 气流 

科 里 奥 利 力 在 气象 学 和 海洋 学 的 许多 现象 中 起 着 极为 重要 的 作用 ， 这 类 现象 
涉及 长 距离 上 的 质量 迁移 ， 比 如 像 环流 型 信 风 和 洋流 走向 都 属 这 类 现象 。 远 程 火 
第 运 动 中 ， 科 里 奥 利 力 的 作用 也 十 分 明显 。 这 些 现象 的 充分 描述 要 求解 复杂 的 流 
体 动力 学 问题 ， 在 这 些 问题 中 ， 科 里 奥 利 力 仅仅 是 所 包含 的 许多 项 中 的 一 项 。 然 
而 仍 有 可 能 看 出 科 里 奥 利 力 贡献 的 某 些 表现 。 

在 地 球 上 ， 热 带 部 分 的 空气 因 热 上 升 ， 并 在 高 空 向 两 极 推进 ; 两 极 附近 的 空 
气 ， 则 因 冷 而 下 降 ， 并 在 地 面 附近 向 赤道 推进 ， 形 成 对 流 而 成 风 ， 称 为 信 风 。 由 
于 彼此 交易 ， 亦 称 贸易 风 。 由 于 地 球 自转 而 使 气 团 处 于 一 转动 系 中 ， 科 里 奥 利 力 
的 作用 ,将 使 气 团 向 右 偏转 (这 是 指 在 
北半球 ， 在 南半球 则 向 左 偏转 )， 旋 流 方 机 
向 是 逆 时 计 〈 见 图 5.6) ， 形 成 东北 信 风 。 
在 南半球 则 形成 东南 信 风 。 大 气 上 层 的 
反 信 风 ， 在 北半球 为 西南 信 风 ， 在 南 半 


型 


球 则 为 西北 信 风 。 / AN 高 
4. 落体 的 偏离 Ne 人 
现在 让 我 们 来 定量 计算 在 地 球 重力 
场 中 自由 下 落 的 一 个 质点 由 于 科 里 奥 利 
力 而 产生 的 水 平 偏离 。 
我 们 近似 假定 ， 下 落 距 离 足够 小 ， 8 
所 以 g 在 运动 过 程 中 保持 不 变 。 
我 们 接着 式 (5.5.6) 继续 讨论 ， 虽 图 5.6 信和 风 的 形成 


然 科 里 奥 利 力 将 在 e, 和 e, 方向 产生 小 的 
速度 分 量 , 但 是 和 垂直 速度 z 相 比 ， 我 们 无 疑 可 以 忽略 zx 和 y。 于 是 近似 地 可 把 
速度 各 分 量 写 成 

X20 

y0 | (5.5.9) 


ZA — gt 


式 中 ,我 们 假设 质点 是 从 静止 开始 下 落 而 得 到 的 <。 由 于 是 自由 下 落 ， 来 自 其 他 
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物体 的 作用 力 = (FF, 下,,F,) = 0 。 于 是 由 式 (5.5.7) 可 得 


x0 
jong (5.5.10) 
zg 

因此 ， 科 里 奥 利 力 的 效应 是 在 e, 的 方向 ( 亦 即 向 东 的 方向 ) 产生 了 一 加 速度 。 
对 y 积分 两 次 得 


y(t) 一 工 3 wat 3cosA (5.5.11) 


在 积分 的 过 程 中 用 了 40 时 ，y 0 和 了 -0 的 条 件 。 积 分 ;得 出 下 海中 高 的 
知 结果 


z(t) ~ 2(0) -4 ge? (5.5.12) 
所 以 自 高 度 及 =z (0) 处 下 落 到 地 面 [zx(:) = 0] 时 间 为 


za/ 纪 (5.5.13) 
8 


因此 ， 一 质点 在 北纬 4 度 处 自 高 度 h 静止 下 落 的 东 向 偏离 结果 为 


dd/ Bwcosn (5.5.14) 
号 


可 见 & 越 大 ， 则 偏离 武大 。 在 北京 地 区 4 =40"， 当 有 =100m 时 ， 可 算得 偏离 为 
ds:1.67x10m (忽略 空气 阻力 效应 ) ， 而 在 疡 = 200m 时 ，d 4.75 X10-2m。 
这 个 数值 很 小 ， 故 难于 察觉 。 从 式 (5.5.14) 可 以 看 出 ， 在 赤道 处 (4 = 0) 偏 


东 的 数值 最 为 显著 ; 而 在 两 极 〈4 = > ) 则 为 零 。 


实际 上 去 完成 这 一 实验 是 困难 的 ， 因为 小 的 偏离 往往 可 能 被 气流 、 莫 灌 性 或 
其 他 各 种 干扰 所 掩盖 。 比 较 容易 观察 的 是 著名 的 傅 科 摆 实 验 ， 将 在 5.6 节 讨 论 。 

进一步 分 析 ， 若 做 出 二 级 近似 计算 ， 即 保留 到 w? 项 ， 可 以 证 明 ， 落 体 不 但 
偏 东 ， 而 且 还 有 向 南 的 偏离 〈 在 北半球 ) 


2 2 
dsinhcoa (5.5.15) 


但 实际 上 太阳 、 月 亮 等 的 引力 影响 也 会 达到 同一 数量 级 ， 因 此 这 一 补充 已 没有 什 
么 实际 意义 。 

科 里 奥 利 效应 在 原子 物理 学 中 也 存在 。 例 如 ， 在 多 原子 分 子 中 可 能 同时 出 现 
两 种 形式 的 运动 ， 一 种 是 作为 刚体 整体 的 分 子 的 转动 ， 另 一 种 是 原子 相对 于 它们 
平衡 位 置 的 振动 。 由 于 振动 ， 原 子 将 相对 于 转动 的 分 子 坐 标 系 运动 ， 因 此 科 里 奥 
利 项 不 等 于 零 ， 它 使 原子 在 垂直 于 原来 振动 的 方向 上 运动 。 分 子 光谱 中 观察 到 科 
里 奥 利 力 引起 的 扰动 就 体现 了 分 子 的 转动 跟 振动 能 级 之 间 的 相互 作用 。 


5.6 傅 科 搜 :197: 


“5.6 傅 科 摆 


5.5 节 我 们 曾 比 较 仔细 地 讨论 了 落体 偏 东 问题 ， 最 后 还 估算 了 偏离 的 数量 
级 。 由 于 偏离 其 微 ， 常 为 其 他 干扰 所 掩盖 ， 比 较 容 易 观察 的 是 傅 科 摆 实 验 。 这 一 
节 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 。 

首先 考虑 一 种 极端 情况 。 如 果 在 北极 让 一 个 摆 在 空间 的 一 个 给 定 平面 内 摆 
动 ， 则 它 垂直 于 该 平面 的 线 动 量 为 零 ， 当 地 球 在 它 下 面 转动 时 ， 它 将 继续 在 这 个 
不 变 的 平面 内 摆动 。 在 地 球 上 观察 者 看 来 ， 振 动 平面 每 天 转 过 一 周 ， 科 里 奥 利 力 
对 单 摆 运 动 的 效应 是 产生 一 进 动 ， 也 就 是 说 振动 平面 随时 间 而 转动 。 由 于 我 们 把 
这 个 实验 设想 在 北极 结果 简 单 而 清楚 ; 但 若 在 其 他 纬度 ， 情 况 就 会 复杂 得 多 。 

为 了 描述 科 里 奥 利 力 对 单 摆 运 动产 生 的 效应 ， 首 先 让 我 们 选取 一 组 坐标 轴 ， 
令 原点 位 于 摆 的 平衡 点 ，z 轴 沿 本 地 铬 垂 方向 ， 向 上 为 正 ， 由 于 我 们 关心 的 是 振 
动 平面 的 转动 ， 亦 即 摆 在 zy 平面 (水 平面 ) 的 运动 ， 所 以 我 们 将 摆 的 运动 限制 
为 微 幅 振 动 ， 与 摆 长 相 比 水 平 偏 移 是 很 小 的 。 

对 于 傅 科 摆 来 讲 ， 重 力 以 外 的 作用 力 就 是 悬 线 的 张力 了 ( 见 图 5.7)。 根 据 
式 (5.5.4)， 运 动 方程 为 


\ 蕊 点 华 极 高 处 


mg 


图 5.7 傅 科 皖 
mar=mg+ T-2m68 XD， (5.6.1) 
如 甚 线 长 为 !/， 摆 锤 在 某 一 瞬时 的 坐标 为 zx，y，z， 则 
一 并 __2 上 一 之 
了 = 7 了 ， T, = 7 了 ， 了 。 = 7 T (5.6.2) 


因为 
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2 十 2 
[I~-z=VL- (x +y)= 1(1 -+ ) 寺 1 
2722 
所 以 
了 
这 样 ， 式 (5.6.2) 可 以 重新 写成 
__z 一 之 一 
T.=-3T, 也 7T， T=T (5.6.3) 
g 和 ww 的 分 量 表达 式 为 
gr=0, gy=0, gz— 8 (5.6.4) 
和 
必 = — weosA, wy=0, w = wsinA (5.6.5) 


由 于 我 们 限制 为 微 幅 振动 ， 与 摆 长 相 比 水 平 偏 移 是 很 小 的 。 在 这 样 的 条 件 下 ， 和 
工 ，y 相 比 ，z 是 很 小 的 ， 可 以 忽略 


(ur)z= 工 ， (vb,),=y, (vb,), = zA0 (5.6.6) 
因此 
ex ey es 
由 XDA | 一 cos 0 wsinA (5.6.7) 
区 y 0 
写 出 w x v, 的 分 量 
(四 xu) ,A — ywsinA 
(@ X v,) ,zwsinA (5.6.8) 
(四 XU) 一 ycosA 


将 式 (5.6.3)、 (5.6.4) 和 (5.6.8) 代入 方程 (5.6.1)， 上 略 去 包含 w? 的 项 ， 
得 到 有 关 的 方程 为 


(a,), = 二. + ywsinA 


Z 
(5.6.9) 
(ov 让 
对 小 的 位 移 ， 荆 之 mg, 令 eo2= 工 /ml 之 g/A1， 并 由 式 (5.6.5) 的 第 三 式 知 
wsinA 二 ws。 ， 则 有 


m 
.> 2 zwsinA 
m 


T+a ry } ( ) 
3.6.10 


Yt ao 一 2 
我 们 注意 到 ，z 的 方程 中 包含 有 y 的 项 ， 而 y 的 方程 中 包含 有 x 的 项 ， 这 种 
方程 称 作 耦 合 方程 。 为 求 这 样 一 对 耦合 方程 的 解 ， 可 用 方程 (5.6.10) 的 第 一 式 


5.6 傅 科 摆 ，19%9， 


加 上 第 二 式 乘 以 i (i=vV 一 1) 得 


(T+iy)+ a (x+ iy) 2— 2w, (这 一 y) 


~ 2iw (x + iy) (5.6.11) 
如 果 令 
t=xr+iy (5.6.12) 
则 得 复 变 数 方程 
E+ 2iwt + a Eas0 (5.6.13) 
这 个 方程 的 通 解 可 与 为 
Ae"! + Be (5.6.14) 


式 中 ，A ，B 是 两 个 积分 常数 ， 都 是 复数 ， 其 值 可 由 初始 条 件 确定 。n! 和 ns 则 
为 方程 
n+2inw, +a2=0 (5.6.15) 
的 根 ， 其 值 为 
= —iw, +iwW oz2+az 
的 国力 ME, (5.6.16) 
n2= iw, iV wi+a? 
如 果 地 球 没有 转动 ， 则 w=0， 自 然 w。=0， 于 是 关于 “ 的 方程 将 变 为 
+ a a0, w=0 (5.6.17) 
由 此 可 见 ，a 相当 于 摆 的 振动 频率 。 显 然 这 个 频率 远大 于 地 球 转动 的 角速度 ， 所 
以 wa 六 mw， 则 式 (5.6.16) 可 写 为 


HT 三 一 icozo 十 ia 
_ (5.6.18) 
12 二 一 1woz 1Q 
将 式 (5.6.18) 代 人 式 (5.6.14) 得 
E(t) Se (Ae® + Bei) (5.6.19) 
如 果 注 意 到 关于 5 的 方程 具有 如 下 解答 
C(t) =)+Tiy (it) = 4Aeia + Be i (5.6.20) 
这 样 我 们 就 可 把 式 (5.6.19) 写成 
E(t) = E(t)e oz (5.6.21) 


或 者 
Xt) +iy(t)= [x (t) +iy (1)] .ei 
= (x + iy )(cosw,t — isinw,t) 
= (Z + coswst + y sinw,t) + i(— XSinwt + y cosw,t ) 
(5.6.22) 
由 等 式 两 端 实 部 和 虚 部 分 别 相等 得 
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X(t) = x coswt + y sinwt | 


y(t) =— x sinwt + y cosw,t (5.6.23) 
我 们 可 把 方程 (5.6.23) 写成 矩阵 形式 
X(t)] Teoswt sinwt | Tx (z) 
OO- | so) (5.6.24) 
显然 (z，y) 可 以 从 (zx ，y ) 应 用 熟悉 的 旋转 年 阵 
COSO SinO 
| | ($5.6.25) 


求 得 。 因 此 ， 旋 转角 为 9= wt ， 摆 的 振动 平面 以 频率 w。 = wsinX 转动 。 
总 之 ， 我 们 可 以 看 出 ， 摆 此 时 在 做 两 种 周期 的 运动 。 一 种 周期 为 


T= 代 =2r /二 (5.6.26) 
Q 8 


和 通常 的 单 摆 相 同 ， 其 轨迹 一 般 是 椭圆， 
也 可 能 是 直线 ; 另 一 种 周期 为 
，_ 2x 2X 
了 we ~ wsin 
当 sinX >0 (北半球 )， 我们 看 到 摆 的 振动 
面 以 角速度 wsinX 做 顺 时 针 旋 转 ( 见 图 
5.8)。 在 w= wsinh 这 个 式 中 和 A>0 表示 
北半球 的 纬度 角 ，4 <0 表示 南半球 的 续 
度 角 。w, 与 w 的 这 种 关系 表明 ， 在 地 面 
图 5.8 摆 振 动 平 面 的 旋转 上 看 到 单 氛 平 面 的 旋转 完全 起 因 于 地 下 自 
转角 速度 。 我 们 还 可 以 看 到 ， 在 地 球 的 两 
极 ，sinA = 土 1， 摆 的 振动 平面 相对 于 地 面 每 天 旋转 一 周 ， 旋 转 的 方向 是 自 东 向 
西 。 在 南北 半球 的 其 他 地 方 ，| sinX | <1， 所 以 ，w, <w， 说 明 摆 的 振动 平面 的 
旋转 周期 比 一 天 长 ， 而 且 越 接近 赤道 ， 这 个 周期 越 长 。 
因为 w 很 小 ,所 以 了 光 T。 因 此 在 短 时 间 内 就 很 难 觉察 到 振动 面 在 旋转 。 
为 了 观察 这 种 现象 ， 则 摆 锤 应 重 ， 悬 线 应 长 ， 以 使 振动 能 够 维持 长 久 。 傅 科 曾 首 
先 设计 这 样 一 个 摆 来 验证 地 球 自转 。 他 于 1851 年 在 巴黎 一 个 教堂 里 装置 了 这 样 
一 个 巨 持 ， 摆 长 67m， 差 不 多 有 二 十 层 楼 高 ， 摆 锤 重 28kg， 摆 的 振动 周 为 16s。 
他 观测 到 摆平 面 的 旋转 周期 T 约 为 32 小 时 。 这 个 数据 与 我 们 前 面 所 做 的 理论 分 
析 相 当 吻 合 。 巴 黎 的 纬度 是 北纬 49"， 将 2r/w=24h 和 X=49" 代 入 式 (5.6.27)， 
立即 得 到 


(5.6.27) 


T’ =24x lo:~32h 
氛 锤 平面 的 转动 ， 便 证 明了 地 球 的 自转 。 它 在 物理 学 史上 留 下 了 光辉 的 一 


页 。 
习 题 


5.1 一 升降 机 向 上 以 名 加 速度 a 上升, 试 求 在 此 升降 机 中 单 摆 的 周期 。 


/ 工 
入- = 
[ 答 ] T=2x za 


5.2 有 一 单 摆 连 在 一 长 为 /的 轻 杆 上 ,悬挂 点 在 铅 直 平面 以 w 的 匀 角 速度 做 圆周 运动 ， 
圆 半 径 为 a, 并 且 在 :=0 时 它 处 于 最 低 点 ， 设 以 6 表示 摆 杆 与 铅 垂 线 所 夹 之 角 ， 试 证 其 运动 
方程 为 


0+ 了 wzsin (0 — wt) tsing=0 


5.3 在 一 光滑 水 平 直 管 中 有 一 质量 为 m 的 球 ， 此 管 以 等 角速度 w 绕 通 过 其 一 端的 铝 直 
轴 转 动 。 在 起 始 时 ， 球 距 转 动 轴 的 距离 为 a， 球 相对 于 管 的 速度 为 零 。 求 球 沿 管 的 相对 运动 
规律 及 管 的 水 平反 作用 力 N。 

[ 答 ] z=ach (wt), N=2amw’sh (wt) 

5.4 直 杆 Oh 在 光滑 水 平面 上 以 等 角速度 w 绕 其 固定 端点 O 转动 时 ， 推 动 一 个 在 此 平面 
上 的 小 球 ， 其 质量 为 mx， 如 球 与 杆 的 摩擦 因数 为 w， 求 球 沿 杆 的 相对 运动 规律 。 开 始 时 ， 球 
路 O 点 的 距离 为 a， 球 相对 于 杆 的 速度 为 零 。 

[等 ] it) er -mt 

十 (V pit+1—p) e-e(V write] 

5.5 质量 为 m 的 质点 能 在 zxoz 平面 内 不 受 摩 擦 而 自由 运动 ，xoz 平面 又 绕 固定 铅 垂 轴 oz 
以 等 角速度 w 转动 ， 如 果 此 质点 仅 受 重力 作用 ， 而 且 起 始 坐标 为 〈(zo，0，z)， 起 始 相对 速度 
为 零 ， 求 其 相对 运动 。 又 求 转动 平面 的 反作用 力 N。 
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[ 答 ] 质点 mx 在 zoz 平面 内 的 相对 运动 的 方程 为 


平面 的 反作用 力 N 的 大 小 等 于 科 里 奥 利 力 ， 方 向 与 科 里 奥 利 力 相 反 ， 所 以 
N=2mwr =7mazowo2 (e” —e-*) 
5.6 自 北 纬度 为 4 的 地 方 ， 以 仲 角 a 自 地 面向 东方 发 射 一 炮弹 ， 炮 弹 的 腔 口 速度 为 V。 
计 及 地 球 自转 ， 试 证 此 炮弹 落地 时 的 横向 偏离 为 


2 
d= 4 wsinAsin? acosa 
8 


式 中 ，w 为 地 球 自转 的 角速度 。 计 算 时 可 忽略 w? 项 。 

5.7 一 质点 如 以 初速 度 vo 在 纬度 为 4 的 地 方 竖 直 向 上 射出 ， 达 到 h 高 后 ， 复 落地 面 ， 
假定 空气 阻力 可 以 忽略 不 计 ， 试 求 落 至 地 面 时 的 偏差 。 

[ 答 ] 人 /四 

全 3 g wcosA 〈 偏 西 ) 

5.8 质量 为 m 的 小 环 M， 套 在 半径 为 a 的 光滑 圆圈 上 ， 并 可 沿 着 圆圈 滑动 。 如 圆圈 在 

水 平面 内 以 角速度 w 绕 圈 上 某 点 转动 ， 试 证 9 满足 方程 
G+ wising =0 


式 中 ，6 为 M 与 圆心 C 的 连 线 和 通过 O 点 的 直径 间 的 夹 角 。 


第 六 章 刚体 力学 
6.1 刚体 的 独立 坐标 


刚体 定义 为 其 间距 离 保 持 不 变 的 质点 所 构成 的 系统 。 这 个 概念 虽然 有 点 理想 
化 ， 但 却 十 分 有 用 。 诚 然 ， 实 际 存在 于 自然 界 的 系统 ， 只 可 能 近似 地 符合 这 个 条 
件 。 在 一 般 情 况 下 ， 大 多 数 固体 形状 和 大 小 的 改变 非常 小 ， 以 至 于 把 固体 当成 一 
个 整体 来 研究 其 运动 规律 时 ， 完 全 可 以 不 去 注意 这 些 改 变 。 

为 简化 推导 ， 我 们 经 常 把 刚体 视 为 离散 质点 的 集合 。 这 种 看 法 和 把 刚体 看 成 
连续 体 ， 完 全 不 去 注意 它们 的 内 部 构造 的 情况 并 不 矛盾 。 实 际 上 ， 这 两 种 理想 化 
概念 可 以 交替 使 用 。 唯 一 的 不 同 在 于 把 对 诸 质点 的 求 和 换 为 对 质量 密度 分 布 的 积 
分 。 而 运动 方程 对 这 两 种 观点 都 是 同样 成 立 的 。 

欲 讨论 刚体 的 运动 ， 首 先 必 须 明 确 需 要 多 少 个 独立 坐标 来 确定 刚体 的 位 形 。 
一 个 具有 N 个 质点 的 刚体 最 多 能 有 3N 个 自由 度 。 但 刚体 所 受 的 约束 将 使 这 一 
数目 大 为 减少 ， 若 以 7, 表示 刚体 中 第 a 个 质点 和 第 8 个 质点 的 距离 ， 这 些 约 束 
可 表示 为 下 列 形式 的 方程 

rag = cop (a,B = 1,2,3,.…,N) (6.1.1) 
其 中 ，c。6 为 常数 。 实 际 自由 度 的 数目 不 能 简 
单 地 从 3N 中 减 去 约束 方程 的 数目 得 到 ， 因 
为 像 方 程 (6.1.1) 形式 的 可 能 方程 共有 
N(N -1 个 。 当 六 为 大 数 时 ， 这 些 方程 
的 数 且 远 比 3N 多 。 事 实 上 ， 方程 (6.1.1) 
并 非 完 全 独立 的 。 为 了 确定 刚体 中 某 一 个 点 
的 位 置 ， 并 不 需要 确定 它 与 刚体 中 所 有 其 他 
点 的 距离 ， 而 只 需要 指明 它 与 三 个 非 共 线 点 
之 间 的 距离 就 可 以 了 ( 见 图 6.1)。 因 此 ， 刚 
体 中 只 要 有 三 个 质点 的 位 置 一 旦 被 确定 ， 那 
些 约束 就 会 把 其 余 质点 的 位 置 都 固定 下 来 。 
所 以 ， 刚 体 的 自由 度数 不 会 超过 九 个 。 而 且 
三 个 参考 点 本 身 也 不 是 独立 的 ， 还 有 三 个 刚 
性 约束 方程 1 


图 6.1 根据 茶点 与 三 个 参考 点 的 距 
离 来 确定 该 点 在 刚体 中 的 位 置 示意 图 
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ri2 一 Cl12， 723 一 523， 731 C31l 
这 些 方 程 把 自由 度 的 数目 减少 为 6 个 。 因此， 空间 中 刚体 的 位 形 只 需要 6 个 独立 
的 广义 坐标 来 确定 ， 而 不 论 它 可 能 包含 多 少 个 质点 一 一 即使 在 连续 体 的 极限 情形 
下 也 不 例外 。 

除 刚性 约束 之 外 ， 还 可 能 有 其 他 一 些 约束 加 在 物体 上 。 例 如 ， 物 体 可 能 被 约 
束 在 某 个 表面 上 运动 ,或 者 有 两 个 点 固定 ,或 者 一 个 点 固定 等 等 ， 在 这 些 情况 
下 ， 附 加 的 约束 将 会 进一步 减少 自由 度 的 数目 。 刚 体 运 动 方 式 可 分 下 述 五 种 类 
型 : 

1) 平 动 ”刚体 运动 时 ， 如 果 在 任何 时 刻 刚体 中 任意 二 条 直线 始终 彼此 平行 ， 
那么 这 种 运动 称 为 平 动 。 此 时 刚体 中 所 有 质点 都 有 相同 的 速度 和 加 速度 ， 任 何 -一 
个 质点 的 运动 都 可 以 代表 全 体 ， 与 质点 的 运动 没有 区 别 。 质 点 的 概念 (1.1 节 ) 
正 是 从 平 动 中 抽象 出 来 的 。 对 于 这 种 情形 ， 只 要 研究 质心 的 运动 就 可 以 了 。 因 
此 ， 刚 体 做 平 动 运动 时 ， 有 三 个 独立 坐标 。 

2) 定 轴 转 动 ” 如 果 刚 体 运动 时 ， 其 中 有 两 个 质点 始终 不 动 ， 因 两 点 可 决定 
一 条 直线 ， 所 以 这 条 直线 上 的 各 点 都 固定 不 动 ， 整 个 刚体 绕 着 这 条 直线 转动 ， 这 
条 直线 叫 转动 轴 ， 这 种 运动 叫做 绕 固定 轴 转 动 ， 简 称 定 轴 转 动 。 此 种 情况 只 要 知 
道 刚体 绕 这 条 轴 转 了 多 少 角度 ， 就 能 确定 刚体 的 位 置 。 因 此 ， 刚 体 做 定 轴 转 动 时 
只 有 一 个 独立 坐标 。 

3) 平面 平行 运动 ”刚体 运动 时 ， 刚体 中 任意 一 点 如 果 始 终 在 平行 于 某 一 固 
定 平面 的 平面 内 ， 则 叫 平面 平行 运动 。 这 时 运动 可 分 解 为 某 一 平面 内 任意 一 点 的 
平 动 (两 个 独立 坐标 ) 及 绕 通 过 此 点 且 垂 直 于 固定 平面 的 固定 轴 的 转动 〈 一 个 独 
立 坐 标 )， 所 以 刚体 做 平面 平行 运动 时 只 有 三 个 独立 坐标 。 

4) 定点 转动 ”如 果 刚 体 运动 时 ， 只 有 一 点 固定 不 动 ， 整 个 刚体 围绕 着 通过 
这 点 的 某 一 瞬时 轴线 转动 ， 则 叫 定点 转动 。 此 时 转动 轴 并 不 固定 于 空间 ( 因 只 通 
过 一 个 定点 ) ， 与 定 轴 转 动 时 的 情形 不 同 ， 需 要 用 两 个 独立 坐标 才能 确定 这 条 轴 
线 在 空间 的 取向 ， 再 用 一 个 坐标 确定 刚体 绕 这 轴线 转 了 多 少 角 度 ， 所 以 刚体 做 定 
点 转动 时 有 三 个 独立 坐标 。 

5) 一 般 运 动 刚体 不 受 任何 约束 ， 可 以 在 空 点 任意 运动 ， 但 可 分 解 为 质心 
的 平 动 〈 三 个 独立 坐标 ) 与 绕 通过 质心 的 某 直 线 的 定点 转动 〈 三 个 独立 坐标 )。 
因此 ， 刚 体 做 一 般 运 动 时 有 六 个 独立 坐标 。 


“6.2 刚体 运动 的 欧 拉 定理 


要 研究 刚体 运动 ， 自 然 首先 要 选择 坐标 系 ， 类 似 于 5.3 节 的 做 法 ， 需 要 两 套 
坐标 系 ， 其 中 一 套 是 惯性 坐标 系 ， 在 讨论 刚体 运动 时 ， 遵 照 习 惯 ， 称 其 为 空间 坐 
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标 系 ， 我 们 以 x“; 表 示 ; 男 一 套 坐 标 系 ， 固 定 在 刚体 上 并 参与 刚体 的 全 部 运动 ， 
称 为 本 体 坐 标 系 ， 以 x; 表示 。 

物体 在 任何 时 刻 的 取向 可 用 一 个 正 交 变换 来 确定 。 随 着 时 间 的 推移 ， 取 向 也 
将 会 随 之 而 改变 。 因 此 变换 矩阵 将 是 时 间 的 函数 ， 我 们 把 它 记 作 4(:) 。 如 果 所 
选择 的 本 体 坐 标 系 在 上 = 0 时 刻 与 空间 坐标 轴 重 合 ， 则 最 初 的 变换 是 简单 的 恒 等 
变换 

2(0) = 工 (6.2.1) 

在 以 后 的 时 间 里 , 4(z) 一 般 是 不 同 于 恒 等 变换 的 。 但 由 于 实际 运动 必须 是 连续 
的 , 4(z) 也 必然 是 时 间 的 连续 函数 。 因 而 可 以 说 ， 变 换 是 从 恒 等 变换 开始 连续 
地 演化 发 展 的 。 

刚体 运动 的 欧 拉 定理 具有 基础 性 的 意义 ， 这 个 定理 用 数学 语言 描述 就 是 : 具 
有 一 固定 点 的 刚体 的 任 一 位 移 ， 可 由 绕 通 过 此 点 的 某 一 轴线 的 转动 得 到 。 刚 体 的 
定点 运动 也 称 为 定点 转动 。 

我 们 先 来 分 析 一 下 如 何 证 明 这 个 定理 。 如 果 取 本 体 坐 标 系 的 原点 为 固定 点 ， 
则 刚体 的 位 移 不 包含 本 体 坐 标 系 的 平移 ， 而 只 包含 取向 的 变化 。 于 是 ， 根 据 欧 拉 
定理 可 知 ， 由 初始 时 刻 的 本 体 坐 标 轴 ( 取 与 空间 坐标 系 重合 ) 做 单纯 转动 就 能 得 
到 任何 时 刻 t 的 本 体 坐 标 轴 。 换 句 话 说 ， 用 和 矩阵 4 来 描述 具有 一 个 固定 点 的 刚 
体 实际 运动 的 运算 为 转动 。 我 们 知道 ， 转 动 有 一 个 特征 ， 就 是 它 的 方向 ， 比 如 
说 ， 转 轴 的 方向 是 不 受 运算 影响 的 。 因 此 ， 沿 转动 轴 的 任何 矢量 ， 在 初始 轴 和 最 
终 轴 上 的 分 量 必定 相同 。 关 于 转动 的 另 一 个 必要 条 件 是 ， 矢 量 的 量 值 不 受 影 响 。 
这 一 条 件 由 正 交 条 件 自动 得 到 满足 。 所 以 ， 如 果 能 够 证 明 某 个 矢量 R 在 两 个 坐 
标 系 中 具有 相同 的 分 量 ， 也 就 证 明了 欧 拉 定 理 。 对 矢量 若 用 矩阵 表示 ， 上 述说 法 
就 可 以 写成 


R=AR=R (6.2.2) 
方程 (6.2.2) 实际 上 是 更 为 一 般 的 方程 
R’=4R=7R (6.2.3) 


的 一 种 特殊 情况 ， 式 中 7 是 一 个 可 能 是 复数 的 常数 。 那 些 使 得 方程 (6.2.3) 可 
解 的 7 值 称 为 矩阵 4 的 本 征 值 (或 特征 值 )。 方 程 (6.2.3) 叫 本 征 值 方程 。 那 
些 矢量 解 则 相应 地 称 为 4 的 本 征 矢 。 探 求 满足 方程 (6.2.3) 的 矢量 的 问题 也 就 
叫 求解 给 定 矩 阵 的 本 征 值 问题 。 于 是 刚体 运动 的 欧 拉 定 理 可 以 重 述 如 下 : 确定 具 
有 一 固定 点 的 刚体 实际 运动 的 实 正 交 矩阵 的 本 征 值 为 上 1。 
本 征 方程 (6.2.3) 可 以 写成 

(4- MR=0 (6.2.4) 

或 者 把 它 展开 成 
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AM2IZz + (AM22 一 7)y+A23z = 0 (6.2.5) 
Aaxz+A3y+ (X33 — 7)z=0 

式 (6.2.5) 是 包含 有 本 征 矢 R 的 xz，y，z 分 量 的 一 组 齐 次 联 立 方程 。 但 是 ， 

这 些 方 程 并 不 能 提供 三 个 分 量 的 确定 值 ， 只 能 给 出 各 分 量 的 比值 。 这 实际 上 相当 

于 只 能 确定 本 征 矢 的 方向 ， 而 其 量 值 依 然 无 法 确定 的 情况 。 由 于 本 征 矢 与 常数 的 

乘积 仍 是 一 个 本 征 矢 ， 方 程 (6.2.5) 在 任何 情况 下 都 是 齐 次 方程 ， 根 据 微分 方 

程 理 论 ， 如 果 要 有 人 和解， 系数 行列 式 必须 为 零 


(A11 ~ TT + AI2Y + A132 = | 


A11 一 7 A12 A13 
[4— w= Az 22 一 7 Az3 =0 (6.2.6) 
A31 A32 A33—7 


方程 (6.2.5) 称 为 矩阵 的 特征 方程 或 久 期 方程 (secular equation)。 满 足 方程 
(6.2.6) 的 那些 7 值 就 是 所 要 求 的 本 征 值 。 所 以 ， 刚 体 运动 的 欧 拉 定 理 又 可 归 
纳 成 下 述说 法 : 对 于 所 考虑 的 实 正 交 和 矩阵 ， 久 期 方程 必定 有 一 个 y= +1 的 根 。 

久 期 方程 一 般 有 三 个 根 ， 因 而 有 三 个 相应 的 本 征 矢 。 为 了 方便 ， 常用 zi， 
ZX2，Z3 代替 x，y，z。 用 这 种 记号 的 本 征 矢量 可 以 记 为 zj。 第 一 个 下 标 表 明 
特定 的 分 量 ,第 二 个 下 标 表明 三 个 本 征 矢 中 涉及 的 那个 本 征 和 拓 。 于 是 ,方程 组 
(6.2.5) 中 具有 代表 性 的 方程 可 以 写成 


2 Ari 三 pT 
或 者 改写 成 一 
Zi = 2 rom (6.2.7) 
式 (6.2.7) 两 边 都 具有 和 矩阵 乘积 元 素 的 形式 ， 左 边 是 1 与 元 素 为 zi 的 矩阵 x 的 


乘积 ， 右 边 是 x 与 第 次 个 元 素 为 sx 了 的 矩阵 的 乘积 。 最 后 那个 矩阵 是 对 角 矩 
阵 ， 它 的 对 角 元 是 2 的 本 征 值 。 所 以 我 们 将 把 这 个 矩阵 记 为 


D1 0 0 
n=|0 72 0 (6.2.8) 
0 0 713 
而 式 (6.2.7) 也 就 是 矩阵 方程 
Ax = xn 
或 者 用 x - ! 左 乘 上 式 两 端 即 得 
x iAx=9 (6.2.9) 


我 们 看 到 ， 式 (6.2.9) 的 左边 具有 相似 的 变换 的 形式 [只 要 用 符号 y 来 记 x 1 
就 可 将 它 化 成 式 〈I.80) 的 形式 ]。 因 此 , 式 (6.2.9) 提供 了 通 向 本 征 值 问 题 的 
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另 一 条 途径 : 可 以 试用 一 个 相似 变换 来 使 4 对 角 化 。 能 实现 这 一 变换 的 矩阵 的 
每 一 列 是 由 一 个 本 征 矢 的 分 量 所 组 成 的 。 对 角 化 形式 的 4 的 那些 元 素 则 是 相应 
的 本 征 值 。 

利用 4 和 矩阵 的 正 交 性 质 即 能 证 明 刚体 的 欧 拉 定理 。 设 47 表示 1 的 转 置 矩 
阵 。 由 于 4 和 矩阵 的 正 交 性 ， 则 

A4T=ATA=I 
考虑 表达 式 
(A DAT=I-AT (6.2.10) 
如 果 取 构成 两 边 矩 阵 的 行列 式 ， 由 于 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 矩阵 行列 式 的 乘积 ， 
所 以 可 以 写 出 
[4—Ill4'|=|I-247| (6.2.11) 
为 了 描述 刚体 运动 ， 首 先 矩 阵 4(z) 必须 对 应 于 真正 的 转动 ， 所 以 和 及 其 转 置 矩 
阵 的 行列 式 必须 等 于 +1。 其 次 ， 由 于 一 个 矩阵 的 转 置 和 矩阵 的 行列 式 与 该 矩阵 的 
行列 式 一 般 是 相同 的 [参见 式 (I.81)]， 所 以 式 (6.2.11) 中 的 转 置 号 可 以 去 
掉 ， 从 而 有 
12-TI=IT-21=I-( -站 1 (6.2.12) 
式 (6.2.12) 表明 ， 这 个 特定 的 矩阵 (2 - T) 的 行列 式 与 它 的 负 和 矩阵 的 行列 式 
相同 。 设 B 是 某 个 n xn 和 矩阵， 则 行列 式 熟悉 的 性 质 是 
| 一 吾 |= (-1)"|B| 
由 于 我 们 讨论 的 问题 是 三 维 空间 (n=3)， 显然， 要 式 (6.2.12) 对 任意 正常 转 
动 都 成 立 ， 则 
12 -了 =0 (6.2.13) 
把 式 (6.2.13) 与 久 期 方程 (6.2.6) 相 比较 ， 可 以 看 出 ， 满 足 式 〈6.2.6) 的 本 
征 值 之 一 必定 始终 等 于 +1 (7= +1)， 这 正 是 欧 拉 定 理 所 需 要 的 结果 。 

从 这 里 还 可 看 出 ， 在 证 明 刚 体 转动 的 欧 拉 定 理 时 ， 强 调 所 讨论 空间 的 维 数 是 
重要 的 。 在 偶数 维 空间 中 ,尽管 式 (6.2.12) 对 所 有 矩阵 都 是 一 个 恒等式 ， 但 欧 
拉 定 理 不 再 适合 。 例 如 ， 在 二 维 情况 下 ， 空 间 内 不 会 有 转动 后 依然 不 变 的 矢量 
一 一 垂直 于 平面 的 转轴 ， 因 而 超出 了 该 空间 。 

现在 来 确定 三 维 空间 中 其 他 本 征 值 的 性 质 。 我 们 用 7 表示 + 1 的 本 征 值 。 
由 于 任何 矩阵 行列 式 值 都 不 会 受到 相似 变换 的 影响 【参见 式 (1I.83)]， 因 此 ， 根 
据 式 (6.2.8) 和 (6.2.9) 以 及 表示 转动 的 矩阵 4 的 性 质 ， 则 有 

[41=71773 = 717 =1 (6.2.14) 

其 次 ， 由 于 4 是 一 个 实 和 矩阵， 所 以 如 果 7 是 久 期 方程 的 一 个 解 ， 那 么 其 复 共 斩 e 
7”， 也 必定 是 该 方程 的 一 个 解 。 

如 果 给 定 的 本 征 值 y; 是 复数 ， 则 满足 式 (6.2.3) 的 相应 本 征 矢 R, 一 般 也 
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是 复数 。 按 照 定义 ， 复 矢量 的 长 度 (或 量 值 ) 的 平方 等 于 R* R* ,或 者 用 矩阵 

符号 表示 则 为 RTR* ， 这 里 加 在 左边 矢量 上 的 转 置 号 表明 它 是 由 行 矩 阵 代表 的 。 

在 实 正 交 变 换 下 ， 量 值 平方 不 变 ， 即 

RR’*= (AR)'AR*=RIAAR*=RIR* 
现在 假定 R 是 一 个 对 应 于 复 本 征 值 7 的 复 本 征 矢 ， 根 据 式 (6.2.3) 则 有 
RR *=m*R'R’* 

于 是 ， 我 们 得 到 结论 : 表示 刚体 转动 运算 的 矩阵 4 的 所 有 本 征 值 的 量 值 均等 于 1 
m=1 (6.2.15) 

从 这 些 性 质 可 以 推断 出 本 征 值 有 三 种 可 能 情况 ; 如 果 本 征 值 都 是 实数 ， 则 只 
有 两 种 可 能 情况 : 

1) 所 有 本 征 值 都 是 + 1。 因 而 变换 矩阵 正好 是 I， 这 种 情况 代表 恒 等 变 换 。 
严格 地 说 ， 这 种 情况 是 毫 无 意义 的 。 

2) 有 一 个 本 征 值 为 +1， 而 另外 两 个 为 ~ 1。 这 种 变换 可 看 作 是 两 个 坐标 轴 
在 第 三 轴 不 变 情况 下 的 一 次 反 演 。 也 可 以 说 是 绕 不 变 轴 方 向 转 过 2x 角度 的 一 次 
转动 。 

如 果 本 征 值 不 全 是 实数 ， 那 么 只 有 另外 一 种 可 能 性 ， 即 

3) 一 个 本 征 为 +1， 而 另外 两 个 则 互 为 复 共 恩 ， 形 式 分 别 为 sg 和 e-i?。 

总 括 上 述 ， 刚 体 运动 的 欧 拉 定理 更 完整 的 表述 是 : 车 刚体 有 一 个 固定 点 ， 描 
述 刚 体 运 动 的 任何 有 价值 的 实 正 交 矩阵 有 且 仅 有 一 个 本 征 值 等 于 + 1。 

在 本 征 值 方程 (6.2.5) 中 , 令 m=1 并 解 出 x，y，z， 能 够 得 到 转动 轴 的 
方向 余弦 中 。 转 动 角 同 样 也 不 难 求 得 。 通 过 某 一 相似 变换 ， 总 有 可 能 把 矩阵 和 变 
换 到 z 轴 沿 着 转动 轴 的 某 一 坐标 系 。 在 这 种 坐标 系 中 ，X% “代表 绕 xz 轴 的 转动 ， 转 
过 的 角度 为 gp， 由 此 可 得 

Cos sing 0 
4 = - sing cosg | 
0 1 
4“ 的 迹 则 等 于 
sp 人 =1+2cosg 
由 于 迹 在 相似 变换 下 始终 不 变 ， 所 以 对 任何 初始 坐标 系 ，4 的 迹 必 具有 相同 的 形式 


3 
sp = Das=1+ 2cosgp (6.2.16) 
i1 


@ 如果 久 期 方程 有 多 重 根 ， 就 不 能 这 样 简单 地 求 得 相应 的 本 征 矢 。 并 不 是 总 有 可 能 使 一 个 一 般 矩 阵 
完全 对 角 化 的 。 由 于 欧 拉 定 理 表明 ， 所 有 有 价值 的 正 交 撼 阵 的 单 值 根 都 等 于 + 1， 所 以 这 些 例外 情况 对 于 
目前 的 考虑 并 不 重要 。 


6.3 无 限 小 转动 和 有 限 转 动 ，209 ， 


此 式 用 矩阵 元 给 出 了 转动 角 gp 的 量 值 。 当 本 征 值 之 和 正好 等 于 对 角形 式 
(6.2.8) 的 4 的 迹 时 ,转动 角 9 也 与 复 本 征 值 w 的 相 角 相等 。 根 据 欧 拉 定理 和 
本 征 值 的 性 质 ， 本 征 值 之 和 为 

spA = Dn =1+e?+e'? = 1+2cos9 


显然 可 见 ， 本 征 值 都 是 实数 的 情况 ， 实 际 上 只 是 具有 复数 本 征 值 的 4 的 特殊 情 
况 。 所 有 等 于 +1 的 w 都 与 零 值 转动 角 g 相对 应 ( 恒 等 变 换 ); 而 两 个 本 征 值 为 
-1 的 情况 与 g=x 相对 应 ， 正 像 我 们 前 面 所 看 到 的 那样 。 

最 后 我 们 要 特别 指出 ， 刚 体 运动 的 欧 拉 定 理 有 一 直接 的 推论 ; 刚体 的 最 一 般 
位 移 是 平 动 加 转动 。 这 个 推论 称 为 葵 斯 尔 (Chasle) 定理 。 详 细 证 明 几 乎 是 不 需 
要 的 。 简 单 地 说 ， 只 要 去 掉 具有 一 个 固定 点 这 一 运动 约束 ， 即 能 引进 本 体 坐 标 系 
原点 的 三 个 平 动 自由 度 。 

上 面 我 们 比较 仔细 地 分 析 了 刚体 运动 的 欧 拉 定理 ， 并 作为 推论 给 出 了 刚体 运 
动 的 蔡 斯 尔 定理 。 最 后 的 结论 是 ， 刚 体 的 一 般 运 动 需要 六 个 独立 坐标 。 其 实 ， 如 
果 我 们 从 以 下 的 事实 考虑 ， 这 一 结论 好 像 是 不 言 自明 的 。 我 们 知道 ， 刚 体 是 一 个 
彼此 距离 保持 不 变 的 质点 系 ， 一 旦 刚体 中 三 个 不 共 线 点 的 位 置 被 确定 ， 则 刚体 上 
与 这 三 个 点 的 距离 保持 不 变 的 所 有 其 余 各 点 的 位 置 也 就 被 完全 确定 下 来 。 确 定 这 
三 个 点 的 位 置 一 般 需 要 九 个 坐标 。 由 于 三 个 点 中 任意 两 点 的 距离 是 恒定 的 ， 因 此 
有 三 个 约束 方程 ， 故 仅 有 六 个 坐标 是 独立 的 。 


6.3 无 限 小 转动 和 有 限 转 动 


我 们 知道 ， 矢 量 必然 有 量 值 和 方向 ， 但 是 ， 有 量 值 和 方向 的 量 并 不 一 定 是 矢 
量 ， 如 果 它 是 矢量 ， 还 必须 遵从 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 所 满足 的 对 易 律 ， 即 
如 果 4 和 B 是 两 个 矢量 ， 则 应 有 

A+B=B+A (6.3.1) 
假定 联系 于 变换 矩阵 4 和 B 的 是 “矢量 ”4 和 B， 那 么 ， 作 为 矢量 A 和 B 应 该 
满足 式 〈6.3.1) ， 即 它们 相 加 时 应 是 对 易 的 。 

但 是 ， 两 次 转动 的 相 加 ， 即 一 次 转动 以 后 再 做 另 一 次 转动 ， 与 两 年 阵 的 乘积 
是 对 应 的 。 然 而 矩阵 相 乘 是 不 对 易 的 ， 即 4B 尖 BA ， 因 而 A，B 在 相 加 时 也 不 
对 易 ， 所 以 它们 也 不 能 被 当 作 矢量 。 有 限 转 动 之 和 与 转动 次 序 有 关 这 一 结论 ， 可 
以 明显 地 用 一 简单 实验 来 验证 。 例 如 ， 图 6.2 说 明 一 个 平行 六 面体 经 历 两 次 旋 
转 ， 先 绕 固定 于 平行 六 面体 的 zs 轴 转 90"， 再 绕 x 轴 转 90"; 图 6.3 代表 了 相同 的 
转动 ， 但 次 序 相反 。 显 然 ， 按 两 种 顺序 旋转 所 得 的 最 后 位 置 休 然 不 同 ， 故 知 对 易 律 
在 这 种 情况 下 不 成 立 。 也 就 是 说 ， 有 限 转动 不 能 用 一 个 简单 的 矢量 来 表示 。 
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入， 名 
ea 一 -一 一 一 一 一 人 
绕 x 轴 旋转 90* 绕 , 轴 旋转 90 


73 


图 6.2 按 给 定 的 顺序 完成 两 次 转动 的 结果 


A 


— — 
绕 x 轴 旋转 90* 1 绕 , 轴 旋转 90 


图 6.3 按 相反 的 顺序 完成 图 6.2 所 示 两 次 转动 


虽然 有 限 转动 不 能 用 一 个 简单 的 矢量 表示 ， 但 如 果 是 无 限 小 转动 ， 则 情形 就 

与 有 限 转动 有 所 不 同 。 无 限 小 转动 是 某 种 坐标 轴 的 正 交 变换 ， 在 这 种 情况 下 ， 由 
于 变化 无 限 小 ， 所 以 矢量 的 分 量 在 两 个 坐标 系 中 几乎 相同 。 也 就 是 说 ， 无 限 小 变 
换 与 全 同 变换 

工人 二 并 1， X27= Xs ZX 3= 3 (6.3.2) 
的 差 是 无 限 小 。 所 以 可 将 无 限 小 变换 写 为 

zl = (1+ en)xit el2x2 + ex3 

Z2 = e21Z1 十 (] + e222)x2 十 | (6.3.3) 

2Z3 = E31X1 + E32T2 + (1 + €33) x3 


其 中 ，e (i，j=1，2，3) 是 无 限 小 。 无 限 小 变换 方程 (6.3.3) 也 可 以 写成 
Xi = 并 ;十 si (6.3.4) 


或 者 
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Zi = 2 (8; + ey) zi (6.3.5) 
其 中 
1 当 i=j 时 
j = .3.6 
5 10 当 ; 过 j 时 (6.3.6) 
认为 是 单位 矩阵 的 矩阵 元 。 而 式 (6.3.5) 如 采用 和 矩阵 符号 即 为 
x = (T+e)x (6.3.7) 


式 中 ，T 为 单位 矩阵 ，8s 为 无 限 小 算 符 。 式 (6.3.7) 表明 ， 无 限 小 变换 矩阵 的 
典型 形式 是 T+ s， 也 就 是 说 ， 它 几乎 是 一 个 恒 等 变换 ， 至 多 只 相差 一 个 无 限 小 
算 符 。 
如 果 (I+ ge1) 和 “(I+ gs) 分 别 是 两 次 无 限 小 变换 ， 则 两 次 无 限 小 转动 的 
矩阵 积 是 
(T+sI)CT+E) = 和 +SBIT+TIE +SlE =1I+et+e, (6.3.8) 
其 中 ， 高 级 无 限 小 量 已 经 略 去 。 按 相反 顺序 转动 的 乘积 只 不 过 是 交换 gs 和 &2， 
它 对 结果 没有 影响 。 因 为 矩阵 相 加 总 是 可 以 对 易 的 。 可 见 ， 运 算 的 次 序 对 无 限 小 
变换 来 说 是 不 重要 的 ,或 者 换 名 话说， 它们 是 对 易 的 。 因 此 ， 无 限 小 转动 可 以 用 
矢量 表示 ， 它 满足 矢量 加 法 的 对 易 律 6 但是， 有 限 转动 就 不 满足 上 述 性 质 ， 因 而 
有 限 转动 不 能 用 矢量 表示 ， 或 者 说 ， 有 限 角 位 移 不 是 矢量 。 
无 限 小 变换 的 逆 矩 阵 也 不 难 找到 。 如 4 =T+s 是 变换 矩阵 ， 则 逆 和 矩阵 为 
4 = 了 一 2 (6.3.9) 
容易 证 明 ， 乘 积 44 -! 可 归结 为 单位 矩阵 
AA i= (It+g) (TI-s) =I 
这 与 矩阵 的 定义 式 (1.58) 正好 一 致 。 其 次 ，4 的 正 交 性 质 表明 ，AT= 了 + gT 
必定 等 于 和 A“!， 正 如 式 (6.3.9) 所 示 ， 因 此 ， 无 限 小 矩阵 是 反对 称 和 矩阵 ， 即 
££=—&E (6.3.10) 
或 写成 矩阵 元 形式 
二 一 ii (6.3.11) 
这 里 这 些 概 念 看 似 简 单 ， 但 对 于 后 继 课程 〈 比 如 量子 场 论 ) 是 很 有 用 的 。 
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实 正 交 和 矩阵 的 行列 式 能 够 取 +1 和 一 1 两 个 值 ， 在 6.2 节 我 们 证 明了 只 有 行 
列 式 为 +1 的 正 交 甜 阵 才 可 能 代表 刚体 的 实际 运动 。 行 列 式 为 -1 的 正 交 矩 阵 为 
什么 不 可 能 代表 刚体 的 实际 位 移 呢 ? 下 面 我 们 举 一 个 简单 例子 来 说 明 。 

考虑 一 个 行列 式 为 -1 的 简单 矩阵 
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一 工 0 0 
o=|0 一 工 0 
0 0 一 工 


变换 抢 阵 6 的 作用 是 改变 坐标 和 各 分 量 的 符号 ( 见 图 6.4)。 这 种 运算 使 右手 坐 
标 系 变换 到 左手 坐标 系 ， 因 而 称 为 坐标 轴 的 反射 或 反 演 。 


图 6.4 ”坐标 轴 的 反射 


从 这 一 变换 的 性 质 可 以 清楚 地 看 到 ， 右 手 坐 标 系 反射 到 左手 坐标 系 不 可 能 通 
过 坐标 轴 取 向 的 任何 刚性 变化 来 实现 。 所 以 反射 绝 不 会 对 应 于 刚体 的 实际 位 移 。 
凡是 对 c 是 正确 的 ， 对 于 行列 式 为 -1 的 任何 矩阵 也 同样 适合 ， 因 为 任何 这 种 条 
阵 都 表达 成 c 与 行列 式 为 +1 的 矩阵 的 乘积 ， 因 而 也 就 包括 反射 运算 在 内 。 反 射 
运算 不 可 能 描述 取向 的 刚性 变化 。 因 而 代表 刚体 运动 的 变换 必定 限于 行列 式 为 
+1 的 那些 矩阵 。 

为 了 用 力学 中 的 拉 格 朗 日 方法 描述 刚体 运动 ， 必 须 找 到 三 个 独立 参量 来 确定 
刚体 的 取向 ， 而 且 所 取 方式 应 保证 正 交 变换 矩阵 的 行列 式 为 + 1。 只 有 找到 了 这 
样 一 些 广义 坐标 ， 才 能 写 出 系统 的 拉 格 朗 日 运动 方程 。 当 然 ， 对 这 三 个 独立 的 角 
有 各 种 可 能 的 选 法 ， 但 最 常见 和 用 得 最 广泛 的 是 所 谓 欧 拉 角 。 

从 一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 系 的 变换 可 用 下 述 和 矩阵 方程 来 表示 

xX=Ax” (6.4.1) 
如 果 以 表示 固定 坐标 系 ，x; 为 本 体 坐标 系 ， 则 旋转 矩阵 4 就 完全 地 描述 了 这 
两 个 坐标 系 的 相对 取向 。 现 在 旋转 矩阵 4 包含 三 个 独立 的 角 。 其 实 ， 实 现 从 一 
个 直角 坐标 系 到 另 一 个 直角 坐标 系 的 变换 ， 可 按照 革 种 特定 的 顺序 相继 进行 三 次 
转动 来 完成 ， 所 谓 欧 拉 角 也 就 是 这 三 次 相继 旋转 所 转 过 的 角度 。 必 须 指 出 ， 由 于 
在 一 定 的 范围 内 ， 转 动 角 的 选择 是 任意 的 ， 所 以 欧 拉 角 的 名 称 ， 其 至 生成 方式 ， 
并 不 一 定 是 完全 一 致 的 ， 因 而 在 比较 不 同 教程 的 结果 时 ， 务 必 谨 慎 。 本 书 所 用 的 
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符号 和 约定 在 理论 力学 、 应 用 力学 、 天 体力 学 、 分 子 物 理学 和 固体 物理 学 中 是 最 
通用 的 。 

欧 拉 角 pgp，9 和 乡 是 由 下 述 三 次 相继 转动 把 z: 系 变换 到 z; 系 而 生成 的 : 

1) 第 一 次 旋转 是 绕 x3 轴 道 时 针 转 动 p 角 ， 如 图 6.5 (a) 所 示 ， 把 z; 变换 
到 zf 。 由 于 转动 是 在 rz? 平面 内 ， 所 以 变换 矩阵 为 


COSO sing 0 
hp= | 一 sinp cosg 0 (6.4.2) 


0 1 
角 9 称 为 进 动 角 。 
2) 第 二 次 旋转 是 绕 x1 轴 逆 时 针 转 动 9 角 ， 如 图 6.5 (b) 所 示 ， 把 x 变换 
到 xz;。 由 于 现在 转动 是 在 z3z3 平 面 内 ， 变 换 矩 阵 为 


1 0 0 . 
Ago= 10 cos0 sing (6.4.3) 


~ sing Cos 
角 6 称 为 章 动 角 。 
3) 第 三 次 旋转 是 绕 z5 轴 闭 时 针 转 动 y 角 ， 如 图 6.5 (c) 所 示 ， 把 x 变换 
到 xz;， 变 换 和 矩阵 为 


cosy sing 0 
Ay= im cosy 1 (6.4.4) 
0 1 


角 少 称 为 自转 角 。 包 含 zi 轴 与 x 轴 的 平面 与 包含 z; 轴 和 z? 轴 的 平面 的 交 线 称 
为 节 线 。 
由 zi 系 到 xz; 系 的 整个 变换 是 由 旋转 矩阵 1 给 出 
4 三 ov (6.4.5) 
4 的 矩阵 元 是 
411 三 cosWcosp — cosOsingsinyg 
421 二 一 sinWcosp - cosgsinpcosW 
A31 = sinOsing 
A12= cosysing + cosOcospsinW 
A = — singsing 十 cosgcospcosW > (6.4.6) 
Ax = — sinOcosg 
413 三 SinWsinb0 


A23 = coswWsinb 


A33 = COSO 
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从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ，p，9 和 y 这 三 个 角 是 独立 变化 的 ， 每 个 角度 的 变 
化 不 引起 其 他 角度 的 变化 。 欧 拉 角 是 欧 拉 在 研究 地 球 运动 时 引入 的 ， 因 而 地 心 绕 
太阳 旋转 的 轨道 平面 zz'2， 称 为 黄道 面 ， 地 球 的 极 轴 为 轴 zs， 地 球 上 垂直 于 
极 轴 的 平面 ztz2 称 为 赤道 面 。 节 线 就 是 赤道 面 与 黄道 面 的 交 线 。 进 动 角 p 是 节 
线 与 轴 x1 的 夹 角 ; 章 动 角 9 是 极 轴 zs 与 黄道 面 法 线 z3 的 夹 角 ; 自转 角 少 就 是 自 
转 的 角度 。 


图 6.5 定义 欧 拉 角 的 三 次 转动 


欧 拉 角 pgp，9，y 变化 的 区 间 为 
0 委 ? 委 2r， 0 委 0 委 r， 0 委 V 委 2x 
由 于 无 限 小 转动 可 以 表示 为 矢量 ， 因 而 可 把 这 些 转动 角 对 时 间 的 微 商 与 角球 
度 矢 量 的 分 量 联系 起 来 ， 所 以 
wo = 9, wo=0, wo=y (6.4.7) 
刚体 运动 方程 以 在 本 体 坐 标 系 〈 即 x; 系 ) 中 表示 最 为 方便 ， 所 以 我 们 须 用 
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该 坐标 系 来 表示 @ 的 各 个 分 量 。 从 图 6.5 我 们 注意 到 ， 角 速度 Bp，6 和 是 沿 
以 下 各 轴 的 : 

9 沿 (空间 坐标 系 ) zx; 轴 ; 

6 沿 节 线 方向 ; 

多 沿 〈 本 体 坐 标 系 ) z3 轴 。 
这 些 角速度 沿 本 体 坐 标 轴 的 分 量 为 


91= psingsinV， G2 = psingcosy， 3= Pcosb (6.4.8) 
G1= 0cosy, O02= — bsing, G3=0 (6.4.9) 
p1=0, $2=0, ys3=9 (6.4.10) 


最 后 得 到 @ 在 本 体 坐 标 轴 上 的 分 量 为 
wi=p1+O1+ i= psingsing + Ocosy 
w= G2+ O02+ = psingcosyg -bsiny (6.4.11) 
wa3= G3+03+ 3= peos0+y 
我 们 也 可 以 用 类 似 的 方法 求 出 w 在 空间 坐标 轴 上 的 分 量 
wi = w= singsing + Gcosp 


2 


w= wr = singcosp + Gsing (6.4.12) 
w3 = wr’ = ecosg+ pp 


通常 把 方程 (6.4.11) 和 (6.4.12) 通称 为 欧 拉 刚体 运动 学 方程 。 


6.5 惯量 张 量 和 转动 惯量 


设 我 们 所 考察 的 刚体 由 N 个 质量 为 m。(a =1，2，3…，N) 的 质点 组 成 。 
如 果 刚 体 以 瞬时 角速度 @ 绕 某 定点 〈 相 对 于 本 体 坐 标 系 而 言 ) 转动 ， 而 此 点 又 
以 线 速 度 V 相对 于 空间 坐标 系 移动 ， 则 第 a 个 质点 在 空间 坐标 系 中 的 瞬时 速度 
可 由 式 (5.3.13) 求 得 
Dia =V+v+t+oxr, 
由 于 我 们 现在 讨论 的 是 刚体 ， 而 本 体 坐 标 系 就 固 接 在 刚体 上 ， 所 以 
_/dry_ 
已 ;一 ( 殖 ) = 


因而 


216 ， 第 六 章 刚体 力学 


vA=V+@wxXr, (6.5.1) 
其 中 ， 表 示 固 定 坐 标 系 的 下 标 f 已 略 去 ， 所 有 速度 均 理 解 为 在 固定 坐标 系 中 测 
量 。 因 为 我 们 现在 研究 的 是 刚体 ， 相 对 于 转动 坐标 系 〈 即 本 体 坐 标 系 ) 的 所 有 速 
度 均 为 零 。 所 以 ,刚体 上 任 一 点 的 速度 (相对 于 固定 坐标 系 ) 可 用 物体 的 平移 速 
度 与 转动 速度 的 矢量 和 确定 。 从 至 斯 尔 定理 来 看 ， 这 是 很 自然 的 。 
第 a 个 质点 的 动能 


人 一 方 mebs (6.5.2) 
刚体 的 总 动能 
T=3Dm(V+toxr,) (6.5.3) 
展开 上 式 中 的 平方 项 可 得 


T= FDmv 1 may ， Ox rt FE m0 x r,) (6.5.4) 


这 是 刚体 动能 的 一 一 般 表 达 式 ， 无 论 计算 + 。 起 点 的 坐标 原点 如 何 选择 都 成 立 。 但 
是 ， 如 果 把 本 体 坐 标的 原点 选 作 和 物体 的 质心 重合 则 可 使 得 到 的 结果 大 为 简 
化 。 首 先 我 们 注意 到 式 (6.5.4) 中 右 端 第 二 项 的 下 和 和 @ 均 与 第 a 个 质点 的 特性 
无 关 ， 因 而 可 把 这 些 量 置 于 求 和 号 外 

DmV:oxr, =V.@x DD) mr, (6.5.5) 
但 是 

>) moare = MR 

式 中 ，R 为 质心 的 位 矢 。 由 于 我 们 把 本 体 坐 标的 原点 就 选 在 了 质心 上 ， 所 以 质 
心 的 位 矢 R 为 零 ， 于 是 动能 可 写作 


T= T+ TT, (6.5.6) 

其 中 
= p22 V? = MV? (6.5.7) 
一 FE mw xr,) (6.5.8) 


其 中 ，T, 和 开 分 别 表示 平 动 和 转动 动能 (translational and rotational kinetic en- 
ergies， 下 标 分 别 取 英语 平 动 和 转动 动能 的 第 一 个 字母 )。 这 样 ， 我 们 就 把 刚体 的 
动能 分 成 了 质心 的 平 动 动能 和 绕 质 心 的 转动 动能 两 个 独立 部 分 。 必须 强调 指出 ， 
之 所 以 我 们 能 够 把 动能 分 成 两 部 分 ， 完全 是 由 于 我 们 将 本 体 坐 标 系 的 原点 选择 在 
质心 上 的 缘故 。 这 也 正 是 蔡 斯 尔 定理 的 结果 。 

利用 矢量 运算 公开 


6.5 惯量 张 量 和 转动 惯量 ，217 ， 


(AxXB)’=A2B*— (A.BY 
即 可 把 转动 动能 写成 
Ti = Dm lor? — (w+ 7)?] (6.5.9) 
现在 用 矢量 @ 和 产 的 分 量 w; 和 7。,,; 来 表示 转动 动能 。 注 意 到 在 本 体 坐 标 系 中 
ra (zol Xa,2, Xa,3) 
所 以 rai 号 成 zx,,;， 即 
Tai™ Xa,i 

于 是 , 式 (6.5. 7 现在 可 以 写成 

Dm [200)( 2s, 4) 一 (ozre， (2 orz (6.5.10) 
利用 6 函数， 我 们 可 出 

WwW; 一 2 
这 样式 (6.5.10) 可 写成 
T, = 放飞 mal wiwjdy( >7z2.6) 一 wi oj TaiZa 让 


= D Dewy Dml es ze — Ta, iza,j | (6.5.11) 
引入 张 量 记号 四 
= Ome [6; 2 一 ravira.j ] (6.5.12) 
那么 式 (6.5.11) 则 可 写成 如 咎 的 形式 
= 六 对 Tom (6.5.13) 
这 一 关系 式 在 特殊 情况 下 的 形式 变 为 。” 
T,= 考 Iw? (6.5.14) 
其 中 ，[ 是 对 于 转动 轴 的 转动 惯量 (标量 )。 这 一 关系 式 是 读者 在 基础 物理 中 所 
熟知 的 转动 动能 表示 式 。 


张 量 {1 称 为 对 O 点 的 惯量 张 量 。 | 7|} 的 元 素 可 直接 由 式 (6.5.12) 获 
得 。 为 清晰 起 见 ， 我 们 把 元 素 排 列 起 来 写成 3x3 的 阵列 


Dj mr?» + ZZ,3 2 moate, 1 xa,2 2 mera te,3 
a a a 
{I! 二 1 一 了 mmarae 2 1 > mol x2,11 x2,3) 了 > moare.2xe.3 
a a 
一 Zmanzo3zail 一 2 mara,3ra.2 2 ran(z2 + X22) 
a I a 


(6.5.15) 
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对 角 元 素 Ti, 了 2> ， 13 分 别称 为 之 1， TX2, TX3 轴 的 转动 惯量 ， 非 对 角 元 素 
Ti2，T13 等 的 负 值 称 为 惯量 积 ， 因 含有 两 个 坐标 的 乘积 而 得 名 。 显 然 惯 量 张 量 是 
对 称 的 ， 即 

T= i; 
由 于 所 有 分 量 都 是 实数 ， 所 以 这 个 张 量 等 于 它 的 伴 张 量 [ 见 附录 式 (1.77)]， 就 
是 说 {了 是 自 伴 的 或 者 厄 米 的 。 因 而 ,虽然 说 惯量 张 量 有 九 个 分 量 ， 其 中 仅 有 
六 个 分 量 是 独立 的 ， 即 三 个 对 角 元 素 和 三 个 非 对 角 元 素 。 惯 性 张 量 由 可 加 性 元 素 
所 构成 ， 一 物体 的 惯量 张 量 可 以 视 为 这 个 物体 的 各 部 分 张 量 之 和 。 如 果 物 质 是 连 
续 分 布 ， 质 量 密度 为 ?= 本 则 


; =|, plr)Lo; 2 — Zizx; Jdv (6.5.16) 
其 中 ， 是 物体 的 体积 ，do edd 是 由 和 量 | 所 决定 的 位 置 处 的 体积 


元 。 
上 面 提 到 的 转动 惯量 是 读者 在 基础 物理 中 已 熟悉 的 概念 。 为 了 和 过 去 所 熟知 
的 形式 对 照 ， 我 们 把 转动 惯量 六 写成 
Ti = Dmer?,; (6.5.17) 


re = ro +r, re,3=72,1+ 72, 
由 于 M = 2》)m。， 所 以 可 以 把 转动 惯量 写成 
I; = Mr?. (i=1, 2, 3) (6.5.18) 
式 中 ，rie 称 为 对 i 轴 的 回转 半径 。 这 就 是 说 ， 
从 该 转轴 的 效应 来 看 ， 物 体 的 质量 好 像 集 中 在 
趾 离 轴 为 x;. 的 一 个 圆周 上 。 
例 立方 体 的 惯量 张 量 
作为 计算 惯量 张 量 元 素 的 一 个 例子 ， 让 我 
们 考虑 一 个 密度 为 po， 质量 为 M， 边 长 为 5 的 
匀 质 立方 体 。 将 坐标 原点 置 于 一 个 角 的 顶点 上 ， 
图 6.6 正 立方 体 对 一 角 顶 点 的 ” 相 邻 的 三 个 边沿 着 坐标 轴 〈 见 图 6.6) 〈 这 样 选 
惯量 张 量 择 坐 标 轴 ， 原 点 显然 并 未 置 于 质心 上 ，6.7 节 我 
们 还 会 再 回 到 这 个 问题 上 来 )。 


根据 式 (6.5.16) 
6 5 6 
Ti = p| drs] dralz? 十 二 x 一 z?)| dz 
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已 6 vb 
二 po| dz dz2(z3 十 #3)| dz 


6 b 6 
Ti2 一 一 中 zidzj x2dz2) dz 


-40 = 4M 
显然 ， 所 有 对 角 元 素 都 相等 ， 而 且 所 有 非 对 角 元 素 也 相等 。 如 令 


B= Mo? 
则 有 
Ji = 1 = I3=B 
3 
Ji = 113= 123= -二 6 
于 是 得 立方 体 的 惯量 张 量 为 
2 1 1 
子 P -#48 a8 
-J_l1 2 _1 
了 二 4 一 4 p 3 Bp 4 B 
1 1 2 
-48 -8 38 
6.6 刚体 的 角 动 量 
相对 固定 于 本 体 坐 标 系 的 某 点 O ， 物 体 的 角 动 量 为 


L = > rs x po 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6.6.1) 


究竟 O 点 选 在 何 处 方便 要 依 具体 问题 而 定 。 有 两 种 重要 的 选择 : 如果 物体 的 
一 点 或 更 多 的 点 是 固定 的 〈 在 固定 坐标 系 中 )， 取 O 点 与 其 中 一 固定 点 重合 ; 


@ 如 果 物 体 没 有 一 点 是 固定 的 ， 将 O 点 选 在 质心 上 。 
相对 于 原点 取 在 固定 点 或 质心 的 本 体 坐 标 系 ， 线 动量 为 
Pa= Mada 三 Mm X re 
因此 ， 物 体 的 角 动 量 为 
L = Omr x (wxr,) 
利用 矢量 运算 的 恒等式 | 
Ax(BxA)=A:B-A(A.B) 


(6.6.2) 
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可 把 角 动量 工 表示 为 
L = Dmlriw -mm(r @)] (6.6.3) 
利用 8 函数 的 性 质 ， 可 以 写 出 w= 允 w65。 由 于 角 动 量 是 个 矢量 ， 所 以 对 第 ; 
个 分 量 有 
b= Dl Da De 
-wm 了 oo wz) 
-了 (6.6.4) 
注意 到 式 (6.5.12)， 即 
bi = 2 mal 6; 2 zr — ro,ixe,j] 
则 式 (6.6.4) 可 以 写成 。 
Li = Se (6.6.5) 
对 上 式 两 边 乘 以 施 w ， 并 对 i 求 和 ， 则 可 得 出 另 一 结果 
Ja 
根据 式 6.5.13) ， 上 式 右 端 恰好 是 刚体 的 转动 动能 工 ， 所 以 
To (6.6.6) 
或 把 上 式 写成 矢量 形式 
T, = :LL (6.6.7) 


6.7 惯量 主轴 


很 显然 ， 如 果 惯 量 张 量 只 有 对 角 元 素 ， 则 动能 T 和 角 动 量 工 的 表达 式 就 会 
变 得 特别 简单 。 若 万 可 以 写 为 


E; = Ld; (6.7.1) 
那么 惯量 张 量 为 
五 0 0 
{7} + 已 | (6.7.2) 
0 0 Ls 


从 而 ， 角 动量 的 分 量 表达 式 为 
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L; = DJ Oe; = Tw; (6.7.3) 
转动 动能 为 
一 S$ Ddy we = DL? (6.7.4) 


可 见 ， 由 于 惯量 张 晤 {1| 只 有 对 角 元 素 ， 确 实 使 角 动 量 和 转动 动能 的 表达 
式 都 非常 简单 。 利 用 和 矩阵 代数 的 方法 能 够 证 明 ， 对 刚体 上 任 一 点 ， 总 可 找到 一 组 
直角 坐标 轴 ， 使 得 非 对 角 元 素 (惯量 积 ) 为 零 ， 从 而 惯量 张 量 是 对 角 化 的 ， 这 样 
的 本 体 坐 标 轴 称 为 惯量 主轴 ， 而 相应 的 张 量 分 量 的 值 称 为 主 转动 惯量 ， 并 用 万 ， 
I。.，13 表示 。 给 出 了 某 个 初始 的 本 体 坐 标 系 ， 能 够 通过 特定 的 正 交 变换 变换 到 
主轴 ， 这 种 特定 的 正 交 变换 就 称 为 主轴 变换 。 事 实 上 ， 主 转动 惯量 当然 是 矩阵 
LI] 的 本 征 值 ， 它 们 将 作为 特征 方程 的 根来 求解 。 
如 果 物 体 绕 一 主轴 转动 ， 则 按照 式 (6.7.3)， 角 速度 和 角 动 量 的 方向 均 沿 此 
轴 。 设 工 是 绕 这 个 轴 的 转动 惯量 ， 于 是 可 以 写 出 
L= 了 (6.7.5) 
利用 式 (6.7.3) 和 “(6.6.5) 可 把 上 式 写 成 分 量 形式 
Li= loi= Twit Tw2 + Ti3w3 
L2= Jos = Tow1 + T2262 + | (6.7.6) 
Ls= lo3= Liw1 + L326w2 + L330w3 
如 将 同类 项 合并 可 得 
Ca- Dort Tw + Taos =0 
Taw + (Ty — Dw + L236w3 = | 
Jaiowl + Tw2 + (Tl33— T)ouas = 0 
这 是 个 线性 齐 次 方程 组 ， 只 有 其 系数 行列 式 为 零 时 ， 即 
1 一 工 了 12 Tis 
T21 12—I 123 
Ta 132 133 一 工 
方程 (6.7.7) 才 有 非 平庸 解 。 方 程 (6.7.8) 称 为 特征 方程 或 久 期 方程 。 此 式 明 
显 地 显示 了 1T| 的 对 称 性 。 方 程 (6.7.8) 是 工 的 三 次 式 ， 它 的 三 个 根 正 是 所 
要 求 的 主 转动 惯量 。 
应 该 指出 ， 主 转动 惯量 中 任 一 个 都 不 能 大 于 其 余 二 者 之 和 ， 壁 如 说 ， 必 有 
T+ I 之 13o 
三 个 主 转 动 惯 量 互 不 相等 的 物体 叫做 非 对 称 陀螺 。 
如 果 刚 体 两 个 主 转动 惯量 相等 ， 例 如 厂 = 厂 夭 已 ， 则 叫做 对 称 陀 螺 。 在 这 种 
情况 下 ， 在 平面 ziz; 内 主轴 方向 的 选择 是 任意 的 。 


(6.7.7) 


=0 (6.7.8) 
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如 果 刚 体 所 有 三 个 主 转动 惯量 都 相等 ， 则 叫做 球形 陀螺 。 在 这 种 情况 下 ， 三 
个 惯量 主轴 都 可 以 任意 选择 : 可 取 任 意 三 个 相互 垂直 的 轴 作 惯量 主轴 。 
刚体 力学 中 所 遇 到 的 大 部 分 问题 中 物体 具有 规则 形状 。 如 果 刚 体 具 有 某 种 对 
称 性 ， 则 惯量 主轴 的 寻找 就 要 容易 得 多 。 显 然 ， 质 心 的 位 置 和 惯量 主轴 的 方向 应 该 
具备 同样 的 对 称 性 。 
例如 ， 如 果 物 体 具 有 对 称 平面 ， 那 么 质心 应 在 这 个 平面 内 。 两 个 惯量 主轴 也 
在 这 个 平面 内 ， 而 第 三 个 惯量 主轴 则 垂直 于 此 平面 。 这 种 情形 最 明显 的 例子 是 分 
布 在 一 个 平面 内 的 质点 系 。 在 这 种 情况 下 三 个 主 转动 惯量 之 间 存 在 着 简单 的 关 
系 。 如 果 选 取 系 统 的 平面 作为 zizs 平面 ， 那么 ， 由 于 对 于 所 有 的 质点 zs =0， 
则 
= 2 mex? 2， 1 = 2 moar, 13 = Dj mx? 十 X22) 
因此 ， 
Ts3=11+ 1 (6.7.9) 
又 如 直线 分 布 的 质点 系 ， 若 选取 这 条 直线 作为 zs 轴 ， 那么 对 于 所 有 的 质 
点 ，Z1=22=0， 所 以 两 个 主 转动 惯量 相等 ， 而 第 三 个 等 于 零 ， 即 
T= 1 = Dj mar?,3, I3=0 (6.7.10) 


这 样 的 质点 系 叫做 转子 。 转 子 和 任意 物体 的 一 般 情 况 不 同 的 特殊 性 质 在 于 它 只 有 
相应 于 绕 轴 zi 和 za2 转动 的 两 个 (而 不 是 三 个 ) 转动 自由 度 。 说 直线 绕 自 身 转 
动 显 然 是 没有 意义 的 。 双 原子 分 子 就 是 转子 的 一 个 实例 。 

例 正 立 方 体 的 惯量 主轴 

在 6.5 节 的 例 中 我 们 看 到 ， 当 把 原点 选 在 一 个 角 的 顶点 时 ， 它 的 转动 惯量 张 
量具 有 不 为 零 的 非 对 角 元 素 。 很 显然 ， 该 计算 中 所 选 的 坐标 轴 不 是 主轴 。 如 果 立 
方 体 绕 zs 轴 旋 转 ， 于 是 w = wes， 而 角 动 量 工 的 分 量 为 【参阅 式 (6.7.6)] 


Li= -4po， Lo=- 寺 pw， Ls=3pws 上 
其 中 ，8= Mb?。 所 以 
L= Mp?ws( je Fett $6) (2) 
很 明显 ，L 和 ww 未 在 同一 方向 上 。 
为 寻求 主 转动 惯量 ， 我 们 必须 解 久 期 方 各 


之 。 _1 1 

3A I 才 48 

-48 38-1 -#8|- (3) 
1 1 2 

~48 -48 38-1 


6.7 惯量 主轴 


由 行列 式 的 理论 知 ,对 任 一 行 (或 列 ) 加 上 (或 减 去 ) 另 一 行 (或 列 ) 不 影响 行列 式 的 
值 。 若 从 方程 (3) 的 行列 式 中 的 第 二 行 减 去 第 一 行 , 则 方程 (3) 会 变 得 更 容易 求解 


2p-1 -48 -48 
-12p+T 38-1 0 |=0 
1 2 2 
48 38-1 36-1 
可 从 第 二 行 中 提出 因子 ( 娘 8 一 了 )， 即 
2 1 1 
38-1 48 4B 
(G2-7) 二 1 1 =0 
48 -48 -38-1 
把 行列 式 展开 得 
11 2 ? 1%_ 1,/2 1_ 
(332-7)| (38-1) -248(38- 1)]=0 


将 上 式 进行 因 式 分 解 得 
1 11 11 
(8-1) (22-7) (2-7)=0 
因此 ， 我 们 求 得 以 下 各 根 ， 这 些 根 即 给 出 主 转动 惯量 


n=t8, Lh=138, = 蕊 8 
而 对 角 化 的 转动 惯量 张 量 为 
1 
68 0 0 
I =10 18 0 
0 0 寺 8 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


由 于 根 中 有 两 个 根 是 相等 的 ，I, = I3， 所 以 与 五 相 联系 的 主轴 必定 是 对 称 轴 。 
为 了 求 得 与 五 联系 的 主轴 方向 ,我 们 把 方程 (6.7.6) 中 的 了 值 用 1 = T= 


二 B 幸 代 得 


2 1 1 1 
($8 6pjoa 4 2l 4Aow3sl=0 


1 2 1 1 
-#4Bwnt ($B §8 oa 4 Bowsl=0 


1 1 2 1 
4B on Aw2t ($8- 8joat=0 


(10) 
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其 中 ，w; 的 第 二 个 下 标 1 表示 我 们 考虑 的 是 与 1 相 联 系 的 主轴 。 
以 地 B 去 除 方程 组 的 前 二 式 得 
Zw11 ~ wa ~ wa31=0 } 
(11 
wut2w21 7 wal=0 ) 
从 上 式 中 的 第 一 式 减 去 第 二 式 得 wii = wzi。 再 把 这 个 结果 代 人 式 (11) 中 任 一 
方程 ， 我 们 得 到 will= w21 王 wa1， 所 求 得 之 比 为 
of wa wt = 1:1:1 (12) 
因此 ， 当 立方 体 绕 与 转动 惯量 [1 二 B= 二 Mb? 相 联系 的 轴 转 动 时 ，@ 在 三 个 从 
标 轴 的 各 个 投影 全 相等 。 所 以 ， 这 个 主轴 相当 于 立方 体 的 对 角 线 。 
由 于 王 与 13 相等， 与 这 些 转动 惯量 相 联 系 的 主轴 的 取向 是 任意 的 ， 它 们 只 
须 位 于 垂直 立方 体 对 角 线 的 平面 内 即 可 。 


6.8 不 同 本 体 坐 标 系 的 惯量 张 量 


为 了 能 够 把 刚体 的 动能 分 成 平 动 和 转动 两 部 分 [ 见 式 (6.5.6)]， 一 般 来 说 ， 
需要 选取 把 原点 喃 于 质心 的 本 体 坐 标 系 。 对 于 某 些 几何 形状 的 物体 ， 用 这 样 的 坐 
标 系 来 计算 惯量 张 量 的 元 素 往往 并 不 是 很 方便 。 因 而 ， 我 们 考虑 另外 一 套 坐 标 系 
X;， 它 仍然 固 接 在 刚体 上 ， 其 坐标 轴 X 与 zx; 取向 相同 ， 只 是 它 的 原点 Q 并 不 
像 x; 系 的 原点 O 选 在 位 于 刚体 的 质心 上 ，Q 点 可 以 在 所 考察 的 物体 上 ， 也 可 以 
在 物体 之 外 。 

相对 于 X; 的 惯量 张 量 元 素 以 ;标记 ， TT Zi 的 I ， 那 么 

万 = ml [05 2X 5 a] (6.8.1) 

如 果 连 接 Q@ 和 O 点 的 矢量 记 作 a ， 刚体 上 某 点 P 相对 X 轴 系 的 位 矢 民 与 本 体 坐 
标 系 位 矢 r 的 关系 为 〈 见 图 6.7) 

R=at+r (6.8.2) 
其 分 量 为 

及 ;一 Ci 十 和 (6.8.3) 
将 式 (6.8.3) 代入 式 (6.8.1)， 张 量 元 素 万 变 为 

Ji = Sm [5 之 (Top t+ ap)* — (za,i + ai) (Ta,; + a;)] 


二 = Dm 3, Da k™ Xa,iTa ,j] 
+ Dm, [6; 2 (Dror a + a¥) ~ (qs, + aj Ta， i+ aia;)] (6.8.4) 
第 一 项 求 和 就 是 1;, 第 二 项 求 和 进行 重新 组 合 ， 上 式 可 以 写作 
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万 = 1;yt Sm [05 2a aia;] 
十 Dm, [26; 5 ,Qk 一 — a; za,i] (6.8.5) 
上 式 最 后 的 求 和 中 每 一 项 均 包 仿 如 下 形式 的 和 
2 mara,t 
然而 ， 因 为 O 点 取 在 质心 上 ,所 以 “ 
2 mrs =0 


或 者 ， 对 第 个 分 量 
2 moras = 0 
因此 ， 式 (6.8.5) 中 所 有 这 样 的 项 均 为 零 ， 于 是 
万 = 也 + > mu (6; 2 — aiaj) (6.8.6) 
但 是 


解 出 I; ， 最 后 得 到 
I; = 1s- M(a’6; — a;a;) (6.8.7) 

可 见 ， 一旦 知道 相对 于 X; 各 轴 的 惯量 张 量 
元 素 ， 就 由 此 式 可 计算 出 欲求 的 原点 在 质 
心 的 惯量 张 量 元 素 万。 式 (6.8.7) 的 第 二 
项 万 是 质量 为 M 的 点 相对 于 原点 Q 的 惯量 
张 量 。 

式 (6.8.7) 是 所 谓 平 行 轴 定 理 的 一 般 
形式 。 例 如 考虑 图 6.8， 元 素 万 :为 

Ti = J — M[(af+ a?$ + a$)61 — af] 

= Ji1 ~ M(af + a$) 

此 式 表示 两 种 转动 惯量 张 量 各 元 素 之 间 的 
差 等 于 物体 质量 乘 以 平行 轴 间 (在 此 情况 
下 为 zl 轴 与 XI 轴 之 间 ) 距离 的 平方 。 

例 用 平行 轴 定 理 求 正 立方 体 惯量 张 量 

我 们 重新 回 到 正 立方 体 的 问题 上 来 。 在 6.5 节 我 们 曾 求 出 均 质 正 立方 体 对 于 
一 个 角 的 顶点 为 原点 的 惯量 张 量 为 [ 见 6.5 节 中 例 的 式 (5)] 


图 6.7 不 同 的 本 体 坐 标 系 
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了 rr2 _ 工 rz2 了 工 rr2 
了 MB + Mb 4 Mb 
| = 和 -地 Mp? 名 Mo? -二 MB? (1) 
112 _ 1 2 2172 
+ Mb I Mb $Mb 


现在 我 们 用 式 (6.8.7) 的 平行 轴 定 理 来 
求 立方 体 相 对 于 原点 取 在 质心 的 坐标 系 
的 惯量 张 量 。 为 与 本 节 的 符号 保持 一 致 ， 
我 们 称 原 点 在 O 的 新 坐标 轴 为 z; 轴 ， 而 
称 原 点 在 立方 体 一 角 顶 点 Q 的 旧 坐 标 轴 
为 X; 轴 ( 见 图 6.9)。 

在 X; 坐标 系 中 ， 立 方 体 质心 位 于 点 
(5 人 2，b/2，6/2) 处 ,因而 矢量 a 的 分 
量 为 


jas 
由 式 (1) 我 们 有 
J1=J2=Js= 委 Mb? 


图 6.8 两 个 坐标 轴 互 相 平行 的 坐标 系 


1 (3) 
J12=J13=J23= -4 Mo? 
再 应 用 式 (6.8.7)， 我 们 求 得 
Ti1= Ju- M(a?— a?) 
一 Ti ~- M(a? +a3) (4) 
= M6? — LMo? = 1 Mp? 
3 2 6 
Ti2 = J12 ~ M(~ a1Q2) 
112 ln2 (5) 
二 aM + a4Mo =0 


总 之 
加 工 ,2 

1 一 122=133 三 天 NI 

6 (6) 
Ti12= I13= 123=0 


所 以 ,惯量 张 量 是 对 角 化 的 
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1 ,2 
二 MB 0 0 
1 =40 Mp? 0 (7) 
1 2 
0 0 LM 


如 果 把 公共 项 万 1 Mp? 从 表示 式 提出 来 ， 惯 
最 张 重 可 以 写成 
{1} = 


其 中 ，|1| 为 单位 张 量 ”7 
1 0 0 ,A 


{1} + 1 | (9) 已 
0 0 1 图 6.9 对 Q 和 O 计算 立方 体 的 
我 们 发 现 ， 当 把 原点 选 在 立方 体 的 质心 时 ， 转动 惯 张 量 
各 个 主轴 是 垂直 于 立方 体 各 个 面 的 。 从 物理 观点 来 看 ， 我 们 无 法 把 这 些 轴 区 分 开 
来 ， 在 这 种 情形 下 ， 各 主 转动 惯量 都 是 相等 的 。 我 们 还 注意 到 ， 只 要 使 原点 保持 
在 质心 上 ， 对 于 坐标 轴 的 任何 取向 ， 其 惯量 张 量 都 是 相同 的 。 


6.9 刚体 运动 的 欧 拉 方 程 


Mb? {1 (8) 


6.9.1 刚体 自由 运动 的 欧 拉 方程 


我 们 先 来 讨论 刚体 的 自由 运动 。 在 这 种 情形 下 ， 刚 体 不 受 任何 力 或 力矩 的 作 
用 ， 势 能 为 零 ， 拉 格 朗 日 函数 L 即 为 转动 的 动能 T?。 若 我 们 选取 zx; 轴 对 应 于 
刚体 的 主轴 ， 则 由 式 (6.7.4)， 刚 体 的 转动 动能 


T= 让 Dlo? (6.9.1) 


注意 : 这 里 已 将 转动 动能 的 下 标 “r” 略 去 了 。 如 选 欧 拉 角 作为 广义 坐标 ， 则 
对 于 坐标 y 的 拉 格 朗 日 方程 为 


一 了 了 于 二 0 (6.9.2) 
此 方程 还 可 写 为 


@ ”由 于 运 动 不 受 力 ， 平 动 动能 在 此 无 关 紧要 。 因 为 我 们 总 可 以 变换 坐标 系 ， 使 物体 的 质心 在 其 中 为 
静止 的 。 
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aT gw 9 了 9 w; 
之 ci oy > gcui an 一 
由 式 (6.4.11) 知 ， 在 本 信和 摧 直 的 分 晤 
al = psinOsiny; 十 bcosy 
wa = psingcosy 一 0 siny, 
wa3= PecosO+y 


将 wi 对 yy 进行 微 商 


9 . 。 
39 = psinOcosy ~ 0 sing = w» 
9w2 1 、 Osi _6 _ , 
dp psingsing COSY = 一 ol 
9w3 _ 
3 一 0 
将 u 对 y 进行 微 商 
9w1 9 wy 
一 一 二 人 0 
ap 9y 
9 w3 
一 二 一 1 
y 
将 式 (6.9.1) 对 w; 求 微 商 
9T 
Do, T; ow; 


把 以 上 的 微 商 结 果 代 入 式 (6.9.3) 得 
Tiw1iw? 十 Tw w2) pas = 0 


对 上 式 进行 简单 地 整理 得 
(一 了 PP) wiw2— Tw3=0 


(6.9.3) 


(6.9.4) 


(6.9.5) 


(6.9.6) 


(6.9.7) 


(6.9.8) 


由 于 把 哪 一 个 主轴 记 作 zs 完全 是 任意 的 ， 所 以 只 要 将 上 式 的 指标 轮换 即 可 


得 到 有 关 wi 和 w 的 关系 式 。 我 们 将 三 个 方程 排 在 一 起 写成 如 下 形式 


(12 -ww -Tol=0 


(Ti ~— T2) ww ~ TL3w3 = | 
(1B3— Ti)waw ~ Tos =0 


若 用 排列 符号 ej 可 把 式 (6.9.9) 的 三 个 方程 统一 成 一 个 方程 


(天 一 五 )ai w; 一 Dsls os =0 
k 
式 中 ， se 水 的 定义 为 


(6.9.9) 


(6.9.10) 
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=14 一 1 当 ijk 进行 奇 次 置换 可 还 原 为 123 的 自然 次 序 (6.9.11) 


当 ijk 有 任意 二 指标 相等 
我 们 这 里 称 作 排列 符号 的 ej ， 实 际 上 是 三 阶 单位 反对 称 张 量 。 理 论 物理 学 很 多 


地 方 都 会 用 到 。 

式 (6.9.10) 或 (6.9.9) 所 给 出 的 三 个 方程 称 为 刚体 自由 运动 的 欧 拉 方程 。 
提请 读者 特别 注意 ， 虽 然 对 于 ws 的 方程 (6.9.8) 的 确 是 坐标 y 的 拉 格 朗 日 方 
程 ， 而 方程 (6.9.9) 中 对 于 wi 和 ws 的 欧 拉 方程 却 不 是 9 和 op 的 拉 格 朗 日 方 
程 。 


6.9.2 力 场 中 刚体 运动 的 欧 拉 方程 


为 了 获得 在 力 场 中 运动 的 欧 拉 方程 ， 我们 从 力矩 N 的 基本 关系 式 (1.14.8) 
出 发 


上 当 ijk 进行 偶 次 置换 可 还 原 为 123 的 自然 次 序 
Eijk 


( 竺 )=N (6.9.12) 


式 (6.9.12) 中 的 记号 “f” 明 确 指 这 里 的 时 间 微 商 亏 是 对 固定 坐标 系 (fixed 
coordinate system) ， 也 就 是 对 惯性 坐标 系 的 。 因 为 这 个 关系 式 是 由 牛顿 方程 导出 
来 的 ， 所 以 仅 在 惯性 系 才 成 立 。 根 据 式 (5.3.7) 我 们 有 


dLY_/dL 
( 尝 ) =( 邓 ) +oxz (6.9.13) 


式 中 ， 右 端 第 一 项 的 记号 “b” 是 英文 body 的 第 一 个 字母 ， 表 示 这 一 项 是 本 体 坐 
标 (body coordinate system) 中 对 时 间 的 微 商 。 这 里 的 本 体 坐 标 系 与 式 (5.3.7) 
的 转动 坐标 系 对 应 。 

式 (6.9.13) 也 可 写成 


( 竺 ) +oxL=N (6.9.14) 
这 个 方程 沿 zs 轴 (注意 这 是 一 一 本 体 坐 标 轴 ) 的 分 量 为 
La3t wiL2— w2L1=N3 (6.9.15) 
但 是 ， 由 于 我 们 所 选取 的 xz; 轴 和 刚体 的 主轴 重合 ， 根 据 式 (6.7.3) 则 有 
L;= Tw; (6.9.16) 


将 式 (6.9.16) 代入 式 (6.9.15) 得 
Tw3— (T1112) oiloz= Ni 
将 上 式 的 下 标 轮换 即 可 得 wl 和 ws 的 方程 ， 于 是 可 以 写 出 
Dol- (L213) ww3= NI 
ILw2— (1 一 五) | (6.9.17) 


Tw3— (D1 -1) ww = N3 
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或 者 给 上 式 所 有 各 式 两 端 同 乘 一 负 号 写成 如 下 形式 
(Ts—13) ww3— (Toli-N) =0 
(13—11) ww1— (ws — N,) -| (6.9.18) 
(T1112) ooz- (os-N3) =0 

利用 排列 符号 ， 我 们 把 式 (6.9.18) 写成 一 个 统一 的 公式 
Ch Dw ~ ein( Teor ~ Ne) = 0 (6.9.19) 


方程 (6.9.19) 或 (6.9.18) 就 是 在 力 场 中 刚体 运动 的 欧 拉 方 程 。 

值得 注意 的 是 ， 我 们 从 欧 拉 方 程 看 到 ， 刚 体 的 运动 仅仅 通过 [1 ，I 和 1 这 
三 个 数 《也 就 是 通过 主 转动 惯量 ) 与 物体 的 结构 相 联 系 。 因 此 ， 任 意 两 个 具有 相 
同 主 转动 惯量 的 物体 ， 无 论 它们 具有 多 么 不 同 的 形状 ， 仍 将 以 完全 相同 的 方式 运 
动 (当然 ,诸如 摩擦 阻力 效应 是 与 物体 形状 有 关 的 ， 但 在 我 们 的 讨论 中 都 被 忽略 
了 )。 


6.10 对称 陀螺 的 自由 运动 


如 果 我 们 考虑 一 个 对 称 陀螺 ， 也 就 是 具有 [1 = I, 关 1 的 刚体 ， 那 么 自由 运 
动 的 欧 拉 方程 (6.9.9) 变 为 
(Ti12— 13) ww3— Twi=0 
(13— 112) | (6.10.1) 
I3w3=0 
式 中 ，J1s 替 代 了 [1 和 I。。 因 为 对 于 自由 运动 而 言 ， 刚 体 的 质心 相对 于 固定 坐标 
系 〈 惯 性 参考 系 ) 或 者 静止 ， 或 者 匀速 直线 运动 。 所 以 我 们 可 以 规定 质心 是 静止 


的 ， 并 让 固定 坐标 系 的 原点 位 于 质心 上 ， 这 样 做 并 无 损 于 问题 的 普遍 性 。 
将 式 (6.10.1) 的 第 三 个 方程 积分 得 
wa(t) = const (6.10.2) 
式 (6.10.1) 的 前 两 个 方程 可 以 化 为 
oo (ja 
(6.10.3) 


因 括 号 中 的 因子 相同 ， 并 构成 常数 ， 故 可 今 
13 一 Ti 


Ti12 


w3 (6.10.4) 
所 以 
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| (6.10.5) 
w2 ~ fw1=0 
这 是 一 对 形式 熟悉 的 耦合 方程 ， 给 第 二 个 方程 乘 以 i 加 上 第 一 个 方程 可 得 
wl+ioz — iQ (wr + iw,) =0 (6.10.6) 
若 令 
7=w! + iw> (6.10.7) 
那么 方程 (6.10.6) 可 以 写成 
-iQy=0 (6.10.8) 
其 解 为 
n(t) = Aeic: (6.10.9) 
从 而 
al +ioz 三 Acosf2z +i4sin02z (6.10.10) 
因此 
wi(t) = pd (6.10.11) 
w(t) = Asinlt 


因 WwW3 — Const， 我 们 注意 到 人 的 量 值 也 是 常数 
|@|=w=V wit wf + ws= A + w= const (6.10.12) 

方程 (6.10.11) 是 圆 的 参数 方程 ， 矢 量 w (绝对 值 是 常数 ) 在 zizz 平面 的 投 
影 可 以 用 一 个 随 着 时 间 变 化 的 圆 描述 ， 如 图 6.10 所 示 。 

既然 zs 轴 是 刚体 的 对 称 轴 ， 那 么 我 们 发 现 角速度 w 绕 着 本 体 坐 标的 z3; 轴 
以 恒定 的 角 频 率 0 旋转 〈 进 动 )。 因 此 ， 在 本 体 坐 标 中 的 观察 者 来 看 ，@ 绕 刚 体 
对 称 轴 描绘 了 一 个 圆锥 面 。 

因 我 们 考虑 的 是 自由 运动 ， 角 动量 矢量 工 在 固定 坐标 系 是 静止 的 ， 且 是 不 
随时 间 变 化 的 常 矢量 。 特 别 是 因 刚 体质 心 是 固定 的 ， 所 以 转动 动能 亦 是 常量 


T= 广 @*L = const 


但 已 有 工 = const， 故 角速度 w 在 固定 的 角 动 量 矢量 方向 的 投影 不 变 。 因 而 ，@ 
绕 工 以 不 变 的 夹 角 进 动 。IL，w 和 xzs 轴 (本 体 坐 标的 坐标 轴 ， 其 单位 矢量 为 e3) 
位 于 同一 平面 内 。 因 此 ， 若 固定 坐标 系 中 x5 轴 和 工 重合 ， 在 固定 坐标 系 中 的 观 
察 者 来 看 ，w 绕 固定 的 z3 轴 描绘 出 一 个 圆锥 面 ， 这 种 情况 可 以 用 一 个 锥 面 在 另 
一 个 锥 面 上 的 滚动 来 描述 ， 如 图 6.11 所 示 ，@ 既 绕 本 体 坐 标 系 的 zx 轴 进 动 ， 又 
绕 着 固定 坐标 系 的 z3 轴 ( 亦 即 工 ) 进 动 。 
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空间 圆锥 


Xi DE: 
图 6.10 ao 在 ziz? 平面 的 投影 图 6.11 本 体 圆锥 在 空间 圆锥 上 滚动 


o 绕 物体 对 称 轴 进 动 的 角 频 率 由 式 (6.10.4) 给 出 
I3—I 
0= 一 六 os 

若 fas1， 那么 0 与 ws 相 比 较 就 很 小 。 地 球 是 一 个 极地 稍微 扁平 的 球体 ， 
可 以 近似 地 认为 [1p 守 1I3， 且 13> [1,。 对 于 地 球 Ds*w3/300。 因 地 球 自转 的 周期 
1/w=1 天 ， 且 由 于 wssow， 故 地 球 转轴 进 动 的 周期 1 AQ 之 300 天 。 通 常 把 地 球 
自转 的 瞬 轴 (@ 的 方向 ) 叫 天 文 地 轴 ， 而 把 地 球 的 对 称 轴 (zs 方向) 叫 地 理 地 
轴 。 从 上 面 的 分 析 可 见 ， 天 文 地 轴 绕 地 理 地 轴 转 动 ， 其 周期 为 300 天 ， 即 10 个 
月 。 这 种 现象 在 天 文学 上 叫 纬度 变迁 。 

由 于 太阳 和 月 球 的 引力 不 能 忽略 ， 因 而 产生 了 一 个 不 等 于 零 的 力矩 ， 同 时 地 
球 又 不 是 绝对 刚体 ， 故 上 述 的 计算 只 具有 近似 的 性 质 ， 实 际 观 测 出 来 的 纬度 变迁 
约 14 个 月 (427 天 )。 实 际 问题 属于 外 力矩 不 等 于 零 的 情况 ， 由 于 数学 计算 较 
繁 ， 我 们 就 不 再 讲 了 。 


习 是 


6.1 把 分 子 看 作 相 互 间距 不 变 的 质点 系 ， 试 求 以 下 两 种 情况 下 分 子 的 主 转动 惯量 : 

(a) 二 原子 分 子 。 它 们 的 质量 是 mi; ，mx。， 距 离 为 1。 

(b) 形状 为 等 腰 三 角形 的 三 原子 分 子 。 三 角形 的 高 为 ， 底 边 的 长 度 为 a。 底 边 上 两 个 原 
子 的 质量 为 m1， 顶 点 上 的 原子 质量 为 za。 

[ 答 ] ”(a) 取 二 原子 的 连 线 为 x 轴 ， 而 y 轴 与 z 轴 则 通过 它们 的 质心 ， 于 是 


(b) 若 坐 标 轴 的 取 法 如 图 所 示 ， 则 
_ 2m1m2 ,2 
mitm> 
13=T+1, 
6.2 如 椭 球 方程 为 
如 1 入 + 妇 =1 题 6.1 (b) 图 
a C 


试 求 此 椭 球 绕 其 三 个 主轴 转动 时 的 主 转动 惯量 。 设 此 椭 球 的 质量 为 mx ， 并 且 密 度 o 是 常数 。 


[ 答 ] = 于 m2) 了 = 本 mo ， 有 = 二 ma(az+ 抱 ) 


6.3 试 证 立方 体 绕 对 角 线 转动 时 的 回转 半径 为 


五 = 方 mia?， 


=a 
” 3V2 
式 中 ，4 为 对 角 线 的 长 度 。 
6.4 ”半径 为 R 的 非 均 质 圆 球 ， 在 距 中 心 > 处 的 密度 可 以 用 下 式 表示 


r2 
p=p0 (1 -a 2) 


式 中 ，p 及 a 都 是 常数 。 试 求 此 圆 球 绕 直 径 转动 时 的 回转 半径 。 
14-10 
[ 答 ] mV 35-21aR 


6.5 一 个 半径 为 a 的 均 质 圆 盘 ， 放 在 粗糙 的 水 平 桌 上 ， 绕 通过 其 中 心 的 铅 直 轴 转动 。 开 
始 时 的 角速度 为 wo， 已 知 圆 盘 与 桌面 的 摩擦 因数 为 wk。 问 经 过 多 少时 间 后 盘 将 停止 转动 ? 


隔 3aw, 
[ 答 ] t= jg 


式 中 ，g 为 重力 加 速度 。 
6.6 一 端 固 接 于 天 花 板 上 的 绳 缠 在 一 个 半径 为 ~ 的 重 W 的 圆 盘 上 。 求 贺 
7 ” 树 中 心 向 下 运动 的 加 速度 a， 圆 盘 的 角 加 速度 8 及 张力 了。 


4 [ 答 ] a= 委 sp， p= 和 人， T= 二 Ww 
6.7 长 为 24 的 均匀 榨 AB， 以 镑 链 固 接 了 A 点 ， 如 起 始 时 棒 自 水 平 位 轩 


无 初速 地 开始 运动 ， 并 且 当 棒 通 过 铅 直 位 置 时 


La 


* “去掉 匀 链 使 棒 成 自由 体 。 试 证 明 在 此 后 运动 中 “ 
题 6.6 图 棒 的 质心 走 一 抛物 线 轨迹 ， 并 求 当 棒 的 质心 下 . 
降 六 距离 后 ， 棒 一 共 转 了 几 转 ? 人 一 
[ 答 ] an= 二 /中 


式 中 ，n 表示 转 数 。 
6.8 空心 球 壳 和 一 外 形 相等 的 实心 圆 球 沿 着 一 斜面 同时 
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自 同一 高 度 自由 裳 下 ， 问 哪 一 个 球 六 得 快 些 ? 并 证 明 经 过 相等 距离 所 需 的 时 间 之 比 是 - 方 -。 


10 
[ 答 ] us =\/ 和 加 ， z 实 =V 了 了 有 如 


DU 实 之 VU 宅 
全? 实 __5_ 
太空 V21 


6.9 长 为 /质量 为 M 的 均 质 棒 ， 在 铅 直 平面 内 绕 距离 质心 为 a 的 轴 转 动 ， 棒 在 水 平 位 
置 时 自由 放下 ， 求 它 在 铝 直 位 置 时 的 角速度 。 


[ 答 ] w= 本 村 - 
十 2+ 


6.10 和 矩形 薄片 ABCD， 边 长 为 a 和 8， 重 为 P， 绕 铅 直 
轴 AB 以 初 角速度 w 转动 。 在 垂直 于 它 的 平面 上 受到 与 其 面积 
和 速度 平方 成 正比 的 空气 阻力 ， 比 例 系 数 为 &。 问 经 过 多 少时 
间 后 薄片 的 角速度 减 为 初 角速度 的 二 分 之 一 。 


-4P(—1 
[ 答 ] (i 
6.11 半径 为 a 的 球 ， 以 初速 V 及 初 角速度 w 抛掷 于 一 倾 


题 6.10 图 角 为 a 的 斜面 上 ， 使 其 沿 着 斜面 向 上 滚动 。 如 V> aw， 且 摩擦 
因数 p> 闻 tana， 试 证 经 过 3 的 时 候 ， 球 将 停止 上 升 。 
6.12 棒 的 一 端 置 于 光滑 水 平面 上 ， 另 一 端 则 靠 在 光滑 雯 上 ， 且 棒 与 地 面 的 倾角 为 a。 
如 任 其 自 此 位 置 开始 下 滑 ， 则 当 棒 与 地 面 的 倾角 度 为 


arcsin ( sina ) 


时 ， 棒 与 墙 分 离 ， 试 证 明之 。 

6.13 ” 试 研 究 上 题 中 棒 与 墙 分 离 后 的 运动 。 并 求 棒 落 地 时 的 角速度 0。 

ina in2w 

0 
式 中 ，; 为 棒 长 的 一 半 ， 即 设 棒 长 为 27。 

6.14 试 证 若 一 绕 定 点 运动 的 刚体 的 角 动 量 在 任何 时 刻 都 垂直 于 该 刚体 的 瞬时 角 加 速度 ， 
则 此 刚体 的 动能 为 常数 。 

6.15 已 知 一 刚体 的 惯性 张 量 


150 0 -100 
-| 250 nl Ge 
-100 0 300 
质心 被 选 作 参考 点 ， 试 求 主 转 动 惯量 ;， 若 它 以 恒 角 速度 转动 ， 即 已 知 w = 10rad/s， 而 w = 
wz=0， 求 施加 在 物体 上 的 总 外 力矩 的 各 分 量 。 
[ 答 ] 到 =100 kg'oe， L,=250 kg*r?, I =350 kg:n? 


习 题 ' 235 ， 


和 .=0， N, = 10000 Nm， N,.=0 
6.16 一 回转 仪 ，[1 = 12=213， 依 惯性 绕 重心 转动 ， 并 做 规则 进 动 。 已 知 此 回转 仪 的 自 
转角 速度 为 m,， 并 知 其 自转 轴 与 进 动 轴 间 的 夹 角 为 = 60"， 求 进 动 角速度 w, 的 量 值 。 
[ 答 ] w=26 


第 七 章 ” 非 线性 力学 
7.1 牛顿 力学 包含 不 确定 性 


牛顿 力学 (包括 分 析 力 学 ) 发 展 至 今 , 已 有 300 多 年 的 历史 。 长 久 以 来 ， 人 
们 认为 ， 由 牛顿 定律 确定 的 运动 微分 方程 ， 以 及 由 它 得 出 的 运动 规律 ， 都 是 确定 
性 的 ， 即 当初 始 条 件 给 定 以 后 ， 方 程 的 解 是 唯一 的 ， 从 而 在 以 后 任何 时 刻 ， 力 学 
系统 的 运动 状态 也 就 被 完全 确定 下 来 。 很 显然 ， 这 是 因为 牛顿 运动 方程 

dr 
m dr2 
当 把 时 间 上 换 成 -zt 时, 方程 并 没有 改变 。 当 应 用 牛顿 第 二 定律 时 ， 如 果 已 知 物 
体 所 受 的 力 ， 并 给 定 了 初 值 (1 = to)， 则 物体 过 去 的 行为 (+ < to) 完全 被 掌握 ， 
物体 将 来 的 运动 (1 >10) 也 完全 被 确定 。 

由 牛顿 力学 所 代表 的 这 种 确定 论 观点 曾 因 海王 星 的 发 现 而 登峰造极 。 自 
1781 年 确认 天 王 星之 后 ， 就 发 现 它 的 实际 轨道 总 是 不 规则 的 偏离 计算 结果 。 许 
多 科学 家 都 想到 ， 这 可 能 是 由 于 一 颗 更 遥远 的 未 知行 星 的 扰动 所 臻 。 法 国 天 文学 
家 勒 威 耶 (Le Virrier) 运用 牛顿 力学 精确 预言 了 新 星 的 位 置 。1846 年 9 月 23 日 
夜 德国 天 文学 家 伽 勒 (J.G.，Galle) 就 在 所 预言 的 位 置 一 举 发 现 了 这 个 太阳 系 
的 第 八 颗 行星 。 这 一 大 发 现 使 得 确定 论 的 成 功 似乎 再 无 异议 了 。 

有 关 确 定论 的 精彩 论述 当 推 伟大 的 数学 家 和 天 体力 学 家 拉 普 拉 斯 (de 
Laplace) 。 他 说 : “我 们 应 当 把 宇宙 目前 的 状态 看 作 是 它 前 续 状 态 的 结果 ， 并 且 
是 后 续 状 态 的 原因 。 我 们 暂时 假定 存在 着 一 种 力 ， 它 是 能 够 理解 使 自然 界 生机 盘 
然 的 全 部 自然 力 ， 而 且 能 够 构成 自然 界 存在 的 种 种 状态 ， 这 个 理解 力 广大 无 边 ， 
足以 将 所 有 这 些 资料 加 以 分 析 ， 它 在 同一 公式 中 将 宇宙 中 最 巨大 物体 的 运动 和 最 
轻 原子 的 运动 都 包罗 无 遗 ; 对 于 这 种 理解 力 来 说 ， 没 有 任何 事物 是 不 确定 的 了 ， 
未 来 也 如 过 去 一 样 全 都 旦 现在 它 的 眼中 。”@ 因此 ， 长 期 以 来 ， 牛 顿 力学 被 认为 
是 确定 性 理论 的 典范 。 

拉 普 拉 斯 在 他 的 五 卷 集 《 天 体力 学 》 巨 著 中 ， 运 用 牛顿 力学 于 太阳 系 及 其 卫 
星 的 轨道 计算 ， 至 于 极 精微 的 程度 。 拉 普 拉 斯 甚至 宣称 ， 只 要 给 定 了 初始 条 件 ， 
就 可 以 预言 太阳 系 的 整个 未 来 。 


中 ”Laplace 著 A Philosophical Essay on Probabilities，1951. 


7.1 牛顿 力学 包含 不 确定 性 ”. 237 . 


在 牛顿 力学 适用 的 范围 内 (运动 速度 远 小 于 光速 ， 量 子 效应 可 不 计 )， 果 真 
事 事 都 那么 “确定 ” 吗 ? 

一 个 力学 系统 ， 若 无 法 用 已 知 的 数学 方式 来 表示 它 的 运动 形式 ， 则 称 其 为 不 
可 积 系 统 (关于 可 积 与 不 可 积 系统 的 定义 7.5 节 有 进一步 的 讨论 )。19 世纪 末 人 
们 已 经 知道 ， 描 述 三 个 或 更 多 天 体 运 动 的 方程 组 不 可 积分 ， 更 不 能 解析 地 求解 。 
太阳 系 能 否 永 远 地 稳 定 运行 ， 也 是 莫 而 未 决 的 难题 。 换 言 之 ， 理 论 上 准确 决定 了 
的 事情 ， 事 实 上 还 不 一 定 能 用 已 知 的 数学 方法 展示 出 来 。“ 未 知 ”还 是 现实 的 一 
部 分 。 

在 一 切 可 能 的 力学 系统 之 中 ， 到 底 有 多 少 是 不 可 积分 的 ? 数学 家 西 格 尔 
(L. L. Siegel) 等 人 在 20 世纪 40 年 代 已 经 给 出 了 答案 : 不 可 积分 的 系统 众 拾 
即 是 ， 多 不 胜 数 ， 而 可 积 可 解 的 力学 问题 却 如 凤毛麟角 。 传 统 的 大 学 力学 教科 书 
挂 一 漏 万 ， 并 没有 描绘 出 牛顿 力学 的 真面目 。 这 也 正 是 我 们 要 写 这 一 章 的 缘由 所 
在 。 

就 在 确定 论 取得 辉煌 成 就 的 同一 时 期 ， 蒸 汽机 和 内 燃 机 的 发 展 把 对 气体 性 质 
的 研究 提 上 了 日 程 。 人 们 使 用 压力 、 温 度 、 体 积 这 些 宏观 概念 ， 寻 求 它们 之 间 的 
经 验 规 律 ， 终 于 建立 了 热力 学 体系 。 基 于 大 量 实验 事实 的 热力 学 诸 定 律 ， 起 着 宏 
观 世 界 根本 大 法 的 作用 。 流 体力 学 的 方程 组 ， 也 是 用 类 似 的 宏观 变量 建立 的 。 然 
而 ， 为 了 从 大 量 原子 分 子 运 动 和 相互 作用 出 发 ， 推 导 气 体 的 宏观 性 质 或 流体 力学 
方程 ， 那 就 必须 引入 这 些 粒子 (实际 上 无 法 一 一 测定 的 ) 位 置 、 速 度 分 布 的 概率 
假设 ， 并 运用 统计 的 方法 。 所 以 ， 概 率 性 观念 就 成 为 必须 的 了 。 

被 称 为 确定 性 理论 的 牛顿 力学 ， 它 完全 不 同 于 概率 性 理论 。 对 于 概率 性 理 
论 ， 给 定 初 值 只 能 对 物体 的 状态 做 概率 的 描述 。 在 状态 空间 里 ， 确 定性 理论 给 出 
的 是 绝 不 含混 的 轨道 ， 而 概率 性 理论 却 描 绘 出 状态 代表 点 的 “ 云 ”。 

虽然 对 于 同一 个 自然 界 ， 物 理科 学 中 有 确定 性 和 概率 性 两 种 描述 ， 但 是 在 牛 
顿 创立 经 典 力学 之 后 250 年 间 ， 直 至 20 世纪 的 20 年 代 ， 确 定论 长 期 处 于 主导 地 
位 ， 基 于 概率 论 的 统计 描述 ， 原 则 上 只 能 视 为 不 得 已 情况 下 所 采用 的 辅助 手段 而 
已 。 而 且 ， 长 期 以 来 人 们 以 为 确定 论 和 概率 论 之 间 有 不 可 逾越 的 鸿沟 。 

牛顿 力学 ， 或 者 更 确切 说 ， 天 体力 学 曾经 是 确定 论 描述 的 典范 。 热 力学 这 类 
宏观 描述 ， 须 借助 统计 概念 论证 ， 可 以 作为 概率 论 描述 的 代表 。 在 一 定 的 意义 上 
说 ， 这 是 两 种 基本 精神 相反 的 描述 。 天 体力 学 是 “一 一 对 应 ”的 : 一 组 确定 的 初 值 
导致 一 条 确定 的 轨道 ， 它 一 举 确定 系统 的 过 去 与 未 来 。 热 力学 是 “多 一 对 应 ”的 ， 
一 个 平衡 态 对 应 瞬息 万 变 的 众多 微观 状态 ， 它 又 可 以 是 许多 非 平衡 态 的 归宿 ， 由 于 
平衡 态 本 身 无 法 判断 它 从 何 而 来 。 无 穷 小 分 析 的 e-8 语 言 ， 体 现在 力学 之 中 ， 就 是 
只 要 初始 条 件 的 变动 很 小 ， 轨 道 的 改变 也 不 应 很 大 ， 否 则 “轨道 ”概念 本 身 就 不 再 
适用 〈 不 稳定 点 除外 。 不 稳定 点 附近 不 是 这 样 ， 但 过 去 以 为 这 样 的 点 在 相 空 间 中 极 
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为 稀少 ， 把 它们 加 到 一 起 也 只 是 体积 为 零 的 区 域 0)， 只 要 外 力 不 变 ， 运 动 方式 就 
不 会 自发 地 产生 突变 。 而 热力 学 描述 中 可 能 有 相 变 现象 ， 这 时 控制 参数 (温度 、 压 
力 等 ) 原则 上 无 限 小 的 变化 ， 就 有 可 能 使 系统 某 些 特征 量 出 现 有 限 的 突变 ， 甚 至 产 
生 无 限 的 尖峰 等 。 力 学 方程 是 可 逆 的 ， 热 力学 允许 有 不 可 逆 过 程 ， 如 此 等 等 。 

确定 论 的 思想 自 牛 顿 以 来 根深 蒂 固 ， 统 治 人 们 的 思维 方式 成 为 一 个 时 代 的 特 
征 ， 以 致 对 于 物理 学 中 统计 描述 的 必要 性 ， 长 期 以 来 有 两 种 对 立 的 解释 。 一 种 观 
点 把 统计 的 必要 性 归结 为 自由 度 和 方程 数目 太 多 ， 不 可 能 完全 列举 出 初始 条 件 ， 
模型 中 不 能 计 及 一 切 次 要 因素 等 外 在 的 技术 上 的 原因 。 另 一 种 观点 则 强调 统计 规 
律 性 是 复杂 系统 所 特有 的 ， 决 不 能 把 它 还 原 为 力学 规律 ; 物质 运动 和 结构 由 低级 
向 高 级 发 展 是 统计 规律 的 后 果 ， 决 不 应 是 来 自力 学 描述 中 没有 计 和 人 的 次 要 因素 。 

其 实 ， 这 种 对 立 在 很 大 程度 上 基于 传统 力学 教科 书 的 观念 。 传 统 的 力学 教科 
韦 实际 上 只 讲解 在 力学 系统 中 稀 如 凤毛麟角 的 特例 ， 即 可 积 甚至 可 解 的 简单 系 
统 ， 而 完全 没有 论 及 更 典型 、 更 普遍 的 不 可 积 系统 。 自 20 世纪 60 年 代 以 来 越 来 
越 多 的 研究 结果 使 人们 已 认识 到 ， 牛 顿 运动 定律 包含 的 “不 确定 行为 ”或 称 作 随 
机 行为 ， 远 多 于 由 它 所 给 出 的 “确定 行为 "。 现 在 知道 ， 只 要 确定 论 的 系统 稍为 
复杂 一 些 〈 一 般 指 具有 非 线性 因素 ) ， 它 就 表现 出 随机 行为 。 牛 顿 力学 具有 内 在 
随机 性 。2 所 谓 内 在 随机 性 ， 即 不 是 由 外 界 偶然 干扰 所 产生 的 外 随机 性 。 虽 然 说 
作为 确定 论 典范 的 牛顿 力学 在 历史 上 也 曾 大 放 异 彩 ， 然 而 面 对 多 姿 多 彩 的 大 千 世 
界 ， 都 显得 简单 。 现 在 人 们 终于 察觉 不 是 牛顿 力学 “无 能 ”"， 而 是 我 们 对 它 的 
认识 过 于 皮毛 , 没有 “开发 ”出 它 的 “潜力 ”。 牛 顿 运动 定律 内 在 随机 性 的 发 现 ， 
才 使 牛顿 力学 得 以 “正名 ”。 可 以 说 ， 在 牛顿 力学 的 300 年 历史 中 ， 只 是 最 近 30 
年 来 人 们 才 开 始 对 它 有 了 更 为 全 面 的 认识 。 确 定论 和 概率 论 描 述 之 间 并 没有 不 可 
逾越 的 鸿沟 ， 而 是 存在 着 由 此 及 彼 的 桥梁 。 
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自 牛 顿 建立 了 他 的 力学 体系 以 后 ， 许 多 物理 学 家 取得 成 果 ， 大 多 以 微分 方程 
模仿 自然 现象 ， 即 采取 公式 形式 给 出 一 种 函数 关系 。 一 旦 设 定 一 种 条 件 ( 初 值 )， 
就 会 得 到 严密 而 准确 的 答案 。 但 不 和 久 人 们 发 现 ， 数 学 上 容易 处 理 的 问题 只 限于 线 
性 方程 之 类 。19 世纪 初叶 ， 由 于 拉 普 拉 斯 与 傅 里 时 在 线性 微分 方程 方面 的 研究 


@ 或 称 “ 测 度 为 零 ”的 区 域 。 

@ ”我国 数学 家 王 梓 坤 认为 ， 用 决定 性 迭代 至 多 只 能 产生 伪 随 机 数列 ， 所 以 建议 “混沌 是 决定 忻 系统 
的 内 在 随机 性 ” 改 为 “混沌 是 决定 性 的 伪 随 机 性 ”[ 详 见 王 梓 坤 . 论 混沌 与 随机 ， 北 京师 范 大 学 学 报 ( 自 
然 科学 版 )，1994，30 (2): 199~202]。 本 书 仍 遵从 物理 学 界 大 多 数学 者 的 用 语 。 
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获得 成 就 并 得 以 推广 ， 线 性 科学 便 成 为 一 种 科研 传统 。 从 此 ， 线 性 在 许多 研究 中 
不 言 而 喻 地 被 假定 了 ， 即 使 遇 到 非 线性 因素 ， 也 是 尽量 忽略 不 计 ， 或 从 技术 上 做 
线性 化 处 理 。 这 种 观念 在 传统 的 数学 教科 书 中 表现 最 为 充分 ， 非 线性 微分 方程 放 
在 书 中 最 后 几 章 ， 按 选 讲 内 容 处 理 ， 即 便 讲 授 ， 也 只 介绍 如 何 将 之 化 为 线性 问题 
来 解决 。 于 是 乎 不 知 不 觉 ， 一 座 巨大 的 线性 理论 大 厦 被 牢固 的 建立 起 来 ， 而 且 至 
今 仍 是 一 个 活跃 的 研究 领域 。 

从 数学 上 讲 ， 线 性 和 非 线性 的 区 别 ， 首 先是 函数 y = f(x) 对 自 变量 的 依赖 
关系 ， 线 性 函数 y= az + 6， 画 出 图 来 是 一 条 直线 ， 变 量 间 的 变化 率 是 恒 量 。 这 
意味 着 函数 的 斜率 在 定义 域内 处 处 存在 且 相 等 ， 变 量 间 的 比例 关系 在 变量 的 整个 
定义 域内 是 对 称 的 。 其 次 ， 线 性 方程 到 加 原理 成 立 ， 也 就 是 说 ， 一 个 线性 方程 的 
任何 两 个 解 加 在 一 起 构成 一 个 新 解 。 事 实 上 ， 只 要 认真 想 想 ， 就 会 认识 到 ， 秋 加 
是 用 来 解决 任何 线性 问题 方法 的 关键 。 例 如 ， 侍 里 叶 变 换 方法 和 拉 普 拉 斯 变换 方 
法 都 与 解 能 够 从 加 有 关 。 顺 其 自然 ， 人 们 把 问题 分 成 许多 小 问题 ， 然 后 把 分 散 的 
解 加 起 来 ， 得 到 整个 问题 的 解 ， 这 也 就 是 处 理 线性 问题 的 常用 方法 。 

与 线性 方程 相反 ， 一 个 非 线性 方程 的 两 个 解 〈 如 果 有 解 ) 不 能 线性 相 加 在 一 
起 构成 另 一 个 解 。 琶 加 原理 失效 了 ， 因 此 人 们 必须 整个 地 考虑 非 线性 问题 ; 不 
能 ， 至 少 不 能 明显 地 把 问题 分 成 一 些小 的 问题 而 把 它们 的 解 加 起 来 。 由 此 ， 对 求 
解 典型 的 非 线性 方程 不 存在 一 般 的 分 析 方法 也 许 就 不 会 感到 奇怪 了 ， 事 实 上 ， 有 
些 非 线性 方程 根本 就 没有 解析 解 。 

另外 ， 线 性 关系 是 互 不 相干 的 独立 贡献 ， 而 非 线性 是 相互 作用 的 。 如 以 xz 
代表 某 种 昆虫 的 数目 ， 每 个 昆虫 产 a 个 卵 ， 卵 的 总 数 即 为 y= az 的 线性 关系 确 
定 。 但 如 果 z 个 昆虫 因 争 食 而 咬 斗 ， 咬 斗 事件 的 数目 可 能 与 y?= z(z - 1)7]2 种 组 
合 有 关 ， 此 即 为 非 线 性 关系 ， 相 互 作用 使 得 整体 不 简单 地 等 于 部 分 之 和 。 我 们 知 
道 ， 线性 系统 满足 到 加 原理 ， 整 体 等 于 部 分 之 和 。 非 线性 系统 不 满足 这 一 原理 。 
这 是 线性 系统 与 非 线 性 系统 二 者 重要 区 别 之 一 。 

科学 技术 的 不 断 发 展 ， 日 益 暴 露出 线性 关系 作为 考察 世界 单一 思维 方式 的 局 
限 性 。 随 着 越 来 越 多 和 越 来 越 复 杂 的 实际 系统 的 分 析 、 研 究 和 控制 精度 要 求 的 不 
断 提 高 ， 原 来 所 采用 的 简单 线性 系统 模型 根本 无 法 满足 人 们 了 解 事物 本 质 的 迫切 
要 求 。 于 是 近 几 十 年 来 人 们 一 改 往日 的 科学 传统 ， 逐 渐 转 向 和 重视 对 复杂 的 非 线 
性 相互 作用 的 研究 ， 取 得 了 可 喜 的 长 足 进展 。 人 们 不 仅 发 展 了 非 线性 世界 中 一 些 
独 有 的 特性 〈 如 “ 初 值 敏感 ”特性 ) ， 而 且 还 发 现 了 经 典 的 牛顿 力学 所 蕴藏 的 畦 
新 内 容 。 这 一 切 彻底 改变 了 科学 的 面貌 ， 使 人 们 对 世界 的 看 法 发 生 了 根本 的 变 
化 。 如 今 人 们 已 经 充分 认识 到 ， 非 线性 问题 的 出 现 并 不 是 个 别 或 局 部 的 情况 ， 而 
是 无 处 不 在 ， 世 界 本 质 就 是 非 线 性 的 。 正 像 直 线 是 曲线 的 特殊 情况 一 样 ， 线 性 关 
系 是 非 线性 关系 的 特殊 或 者 简化 的 情形 。 


，240， 第 七 章 ” 非 线性 力学 


我 们 还 是 从 平面 单 摆 这 个 经 典 例子 开始 探讨 。 
如 图 7.1 所 示 ， 质 量 为 m 的 球 用 长 为 ! 的 细 线 悬挂 在 O 点 ， 在 地 心 引 力 下 
做 往复 摆动 ， 如 不 计 悬 线 的 质量 ， 称 为 单 摆 ， 球 m 称 为 摆 球 。 细 线 与 垂 线 的 来 
角 记 作 0。 
摆 球 在 运动 时 受到 重力 、 空 气 阻力 和 线 的 张力 的 作用 。 
人 忽略 空气 阻力 ， 而 重力 在 Om 连 线 上 的 分 力 与 线 的 张力 平衡 ， 
重力 在 与 Om 垂直 方向 的 分 力 为 mgsing， 其 中 g 为 重力 加 速 
度 。 根 据 牛 顿 定律 ， 应 有 


Wh ml 9 - ~ mgsing 
A 上 式 中 的 负 号 是 因为 重力 的 分 力 指 向 9 减 小 的 方向 。 从 上 式 
两 边 消去 m 可 得 
图 7.1 单 摆 d+ ssn0=0 (7.2.1) 


方程 (7.2.1) 显然 是 非 线 性 微分 方程 ， 因 为 
| sin (O01 十 0,) 天 sinbi 十 sing2 

但 是 ， 如 果 我 们 研究 的 是 小 角 位 移 的 情况 ， 利 用 泰勒 公式 将 sing 展开 

1 


sin9=9 一 到 提 + 南 六 ~ 击 07+… 
可 见 ， 当 0 充分 小 时 sin9~9, 方程 (7.2.1) 近似 地 表示 为 
d0 | 8 
+ 0=0 (7.2.2) 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 。 解 这 一 类 微分 方程 是 读者 所 熟悉 的 ， 线 性 微 
分 方程 的 通 解 是 两 个 特 解 的 释 加 ， 即 


pz) = TGosina + Gocoswt (7.2.3) 


式 中 , 6 = (d9/di)o。，0o 和 Go 是 初始 时 刻 的 角 位 移 和 和 角 速度， 频率 w 是 由 ww= 
wvg /给 出 的 常数 。 
也 许 我 们 用 哈密 开 方 法 对 下 提 芝 个 经 典范 例 进行 分 析 更 为 有 益 益 。 以 悬 线 和 铬 
垂 线 的 夹 角 9 为 广义 坐标 ， 则 其 动能 为 
` = Sm(16 ) (7.2.4) 
以 O 点 作为 计算 势能 的 参考 点 ， 势 能 为 


U =— meglcos0 (7.2.5) 
与 广义 坐标 9 相应 的 广义 动量 为 
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py= -=ml?6 (7.2.6) 
36 
若 我 们 把 动能 工 通 过 请 表示 出 来 
了 二 7 (7.2.7) 
从 而 哈密 顿 函数 可 写 为 
H(py0) = 3p? ~ mglcosb (7.2.8) 
依据 哈密 顿 方程 
By- -9 = ~ mglsing (7.2.9) 
上 式 即 
是 (mi 60)=— mglsing 
上 式 两 边 消去 mx 后 同样 得 到 了 
2 
+ Esing=0 (7.2.10) 
注意 到 
dgd090 dd | 1 (型 ) ] 
dt d2 diL2\d 
和 


d0_d ， 
sing df ( — cos0) 


很 容易 看 出 方程 (7.2.10) 人 d0《dt 而 变 成 一 个 全 微分 方程 


d0d60 ， El 1/d0\? g |= 
dtdr2 sing 9 9 = 总 | 却 ( 开 ) 1 cosb =0 
对 上 式 积分 得 
2 
立 (到 = cosg + e (7.2.11) 


通过 比较 方程 (7.2.8) 和 〈7.2.11)， 并 考虑 到 式 (7.2.6) 中 p, 的 定义 ,可 以 
看 出 


= (7.2.12) 
当然 ， 常 数 c 正比 于 哈密 顿 函数 之 值 ， 恰好 是 熟悉 的 能 量 守恒 表示 式 ， 并 表明 能 
量 值 决定 了 摆 的 运动 性 质 。 


当前 我 们 只 限于 考虑 摆动 ， 即 单 摆 的 运动 是 来 回 振动 而 不 摆 过 悬挂 点 的 顶 
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端 。 我们 可 以 用 当 0 = gu 时 dbvdz =0 的 条 件 ， 通 过 9 来 计算 <， 由 此 给 


c= ~ cosOne (7.2.13) 
这 又 意味 着 
qe = (cos cosO max ) (7.2.14) 
运动 的 周期 工 可 由 如 下 定 积分 去 求 得 
T= 人” d0 (7.2.15) 


2 
/EE(eos — cosO ax ) 


最 后 这 个 积分 ， 可 以 通过 三 角 恒 等 式 重新 定义 变量 ， 进 而 转换 成 第 一 类 椭圆 积 
分 。 尽 管 它 不 如 线性 近似 中 出 现 的 正弦 和 余弦 那样 为 人 们 所 熟悉 ， 但 椭圆 积分 已 
制 成 表 可 供 查 ， 所 以 也 不 难 计算 (具体 计算 从 略 )。 
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用 相 图 研究 运动 十 分 方便 。 本 节 首 先 介 绍 相 图 及 其 有 关 概 念 ， 然 后 通过 分 析 
非 线性 单 摆 的 相 图 ， 看 我 们 能 得 到 些 什么 新 鲜 的 知识 ， 最 后 概括 的 小 结 一 下 相 平 
面 法 。 
7.3.1 相 图 及 有 关 概 念 


有 关 相 空间 的 概念 在 3.3 节 已 经 有 所 接触 。 由 于 非 线性 问题 极为 复杂 ， 往 往 得 
不 到 解析 解 ， 相 图 是 一 种 常用 方法 ， 所 以 有 必要 从 更 广泛 的 意义 上 进一步 讨论 相 图 
及 其 有 关 概念 。 

前 面 讲 过 ， 一 个 系统 如 果 其 历史 和 未 来 完全 由 某 一 指定 时 刻 的 状态 ( 称 为 初 
态 ) 所 确定 ， 则 称 之 为 确定 性 系统 。 动 力学 系统 就 是 要 研究 一 个 确定 性 系统 的 状 
态 变量 随时 间 变化 的 规律。 

一 个 物理 系统 ， 就 其 本 质 而 言 ， 是 一 个 动力 学 系统 。 在 给 定 的 时 间 内 ， 系 统 
由 * 个 变量 zx!，x2，…，zx, 的 值 定义 ， 动 力学 行为 则 由 个 常 微分 方程 

B= zz (= 1,2,3,.,s) (7.3.1) 
表示 。 这 ;个 变量 可 表示 任意 的 物理 量 ， 并 不 限定 一 定 是 力学 变量 ， 例 如 位 置 、 
速度 、 温 度 、 浓 度 等 。 上 述 * 个 微分 方程 称 为 状态 方程 ， 变 量 zx/，zx2，…，x 
构成 一 个 s 维 矢量 ， 称 为 状态 矢量 ， 通 常 简称 态 矢 。 对 一 个 物理 系统 ， 如 zl， 
zx，…，z 表示 -一 个 物体 的 位 置 ， 位 置 对 时 间 ;+ 的 导数 就 是 该 物体 运动 的 速度 。 
因此 ， 含 有 时 间 、 位 置 和 运动 速度 的 状态 方程 可 以 完全 描述 物体 的 运动 。 如 果 状 
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态 方程 (7.3.1) 中 的 f 不 显 含 时 间 :， 称 为 自治 系统 ; 相反 ， 如 果 f; 显 含 时 间 
t， 称 为 非 自 治 系统 。 根 据 运 动物 体位 置 和 时 间 的 关系 ， 可 以 作出 x-t 图 ， 也 可 
以 根据 运动 物体 运动 速度 和 时 间 的 关系 作出 x-t 图 。 能 否 用 同一 张 图 表示 运动 的 
特性 ? 答案 是 可 以 ， 办 法 是 消去 时 间 :， 就 能 合并 zx: 图 和 Zz-t 图， 从 而 得 到 zx-z 
图 ， 这 就 是 相 图 (也 叫 相 平面 图 )。 后 面 我 们 会 用 具体 例子 来 说 明 它 。 
我 们 研究 一 个 自治 系统 ， 该 系统 随时 间 的 演化 用 二 阶 非 线性 微分 方程 描述 ， 
即 
X= f(r,z) (7.3.2) 
式 中 ，z 表示 质点 的 坐标 ，z 表示 其 速度 ，z 为 其 加 速度 ,f(xz,z) 是 作用 在 质 
点 上 的 力 ， 是 一 个 非 线性 函数 。 式 (7.3.2) 中 的 zx 和 x 表征 了 系统 任 一 时 刻 的 
运动 状态 ， 称 之 为 相 ，z-z 构成 相 平 面 ，x 和 < 的 值 对 应 着 相 平 面 上 一 个 点 ， 称 
为 相 点 。 一 个 相 点 就 代表 系统 一 种 状态 ， 因 而 相 点 又 称 代表 点 ， 相 点 在 相 平面 上 
的 轨迹 称 为 相 轨 线 或 相 轨 迹 ( 道 )。 一 组 相 点 的 运动 表现 为 相 空 间 的 流 ， 称 为 相 
流 。 相 点 的 运动 速度 称 作 相 速 度 ( 见 图 7.2)， 它 描述 系统 运动 状态 变化 的 快慢 。 
相 图 就 是 相 平面 上 的 相 轨 线 图 。 显 然 ， 相 轨 线 不 是 系统 运动 的 真实 轨 线 。 
令 y=z， 则 可 将 式 (7.3.2) 这 个 二 阶 方程 变换 为 两 个 一 阶 方程 
X=y 
y= f(zx,y) 
用 时 间 t 作 参 变量 ， 可 在 zx-y 平面 上 画 出 z(z) 与 y(z) 的 关系 图 是 一 曲线 簇 ， 这 
就 是 相 轨 线 ， 它 定性 地 描述 了 系统 状态 在 全 部 运动 时 间 (从 上 = - co 到 = + co) 
内 的 变化 。 在 相 轨 线 上 常用 箭头 表示 时 间 增 加 的 方向 。 
方才 谈 到 ， 相 点 沿 相 轨 线 运动 的 速度 即 为 相 速度 。 从 力学 意义 上 看 ， 相 速度 
在 xz 办 和 y 轴 上 的 投影 为 z 和 y， 则 微分 方程 (7.3.2) 对 应 于 相 速 度 的 投影 方 
程 (7.3.3)， 若 将 此 式 改写 成 


(7.3.3) 


dy _ f(z,y) 
dr | 了 《7.3.41 


它 表 示 相 平面 上 一 个 方向 场 ， 也 是 相 轨 线 的 微分 
方程 。 求 解 微分 方程 (7.3.2)， 对 应 于 求解 相 点 
在 相 平面 上 的 运动 方程 


T=7X(t), y= y(t) 
即 相 轨 线 的 参量 方程 ， 或 者 说 ,求解 微分 方程 相 康 线 
(7.3.2)， 就 是 求解 满足 式 (7.3.4) 的 积分 曲线 
徐 和 相 点 沿 此 曲线 簇 的 运动 规律 。 显 然 以 上 所 述 图 7.2 相 速 度 


不 包括 x 和 y 同时 为 零 的 点 ， 即 y 和 F(z ,y) 同时 为 零 的 点 。 
式 (7.3.3) 的 更 一 般 形 式 为 


.244 '， 第 七 章 ” 非 线性 力学 


Zz = F(z,y) 


. (7.3.5) 
y= G(xz,Yy) 
由 于 下 和 G 都 不 显 含 时 间 上 ， 按 前 述 的 定义 ， 式 〈7.3.5) 为 自治 系统 或 自治 方 


程 。 
当 动 力学 系统 的 速度 zx 和 加 速度 y 为 零 时 ， 质 点 处 于 静止 状态 〈 记 此 时 质 
点 坐标 为 zo 和 yo)。 因 此 式 (7.3.5) 的 左 端 为 零 时 ， 方 程 组 变 为 
下 (zo,y0) = ,| 
G(xo,y0) =0 
式 中 ，(zo，y0) 在 数学 上 称 为 奇 点 ， 在 力学 上 常 叫 平衡 点 ， 即 它 对 应 于 力学 系 
统 的 一 种 平衡 态 。 
在 奇 点 处 ， 方 程 组 (7.3.5) 的 解 是 与 时 间 上 无 关 的 常数 z= zo，y= yo， 称 
为 定常 状态 解 。 显 然 ， 它 不 能 给 出 一 条 随时 间 变 化 的 相 轨 线 ， 也 就 是 说 ， 没 有 相 
轨 线 经 过 奇 点 。 对 同一 系统 ， 不 同 的 相 轨 线 不 相交 ( 奇 点 除外 ) ， 即 在 相 平面 上 ， 
除 奇 点 外 的 任 一 点 处 只 有 一 条 相 轨 线 通 过 。 这 一 特性 是 普遍 的 ， 从 微分 方程 解 的 
唯一 性 也 可 以 理解 这 一 点 。 如 果 某 点 有 两 条 相 轨 线 通过 ， 则 以 该 点 为 初始 条 件 ， 
以 后 就 会 同时 出 现 两 种 运动 状态 ， 也 即 解 不 是 唯一 的 ， 这 不 符合 解 的 唯一 性 定 
理 。 
我 们 再 次 提醒 读者 ， 切 勿 把 相 轨 线 与 质点 在 位 形 空间 的 真实 轨 线 混为一谈 。 
位 形 空间 中 一 点 只 代表 质点 位 置 ， 质 点 速度 还 可 以 有 多 种 (例如 可 在 各 种 方向 )， 
因此 ， 质 点 的 真实 轨 线 可 以 相交 ， 而 相 轨 线 不 能 相交 。 


7.3.2 外 在 和 内 在 的 随机 性 


我 们 再 回 到 7.2 节 讨 论 的 单 摆 这 个 经 典范 例 中 来 ， 若 令 式 (7.3.1) 中 的 zi 
二 9，x2= pp。o 根据 式 (7.2.6) 和 (7.2.9)， 单 摆 的 运动 方程 可 写 为 


-2 

和 一 | 

ZX2= — mglsinz1 
上 式 左 端 均 不 含 时 间 ， 所 以 单 摆 为 自治 系统 。 

对 于 小 振幅 的 单 摆 运 动 ， 读 者 在 基础 物理 课程 中 早已 熟悉 。 对 于 任意 大 振幅 

条 件 下 ， 单 押运 动 形态 又 是 怎样 的 呢 ? 为 了 能 让 单 摆 做 大 幅度 运动 我们 把 悬 排 
小 球 的 细 线 换 成 刚性 细 棒 ， 细 棒 的 质量 仍然 忽略 不 计 。 无 须 解 运动 方程 
(7.2.1)， 利 用 相 图 就 可 以 给 出 定性 的 说 明 。 式 (7.2.4) 和 (7.2.5) 分 别 给 出 
了 单 摆 的 动能 和 势能 ， 由 机 械 能 守恒 可 写 出 


已 = 方 mmhl G2— mglcosb (7.3.7) 


(7.3.6) 
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无 量 纲 化 后 得 


E -= 工 202 os0 (7.3.8) 
2 8 


6 = 土 | 2 全 二 ceosb (7.3.9) 


从 9 和 9 的 关系 可 见 ， 当 给 定 能 量 的 各 值 时 ， 易 于 描绘 出 如 图 7.3 所 示 的 相 图 。 


由 此 可 得 


图 7.3 非 线性 单 摆 的 相 图 


单 摆 的 相 空间 由 角 位 移 9 和 角速度 g 构成 ， 通 常 也 以 (9，6 ) 标记 。 由 于 运 
动 的 周期 性 ， 可 只 考虑 - r<0<r 的 一 个 带 。 图 中 连接 (-x，0) 和 (x, 0) 的 
两 条 分 界线 ， 把 相 平 面 分 成 三 个 区 域 ， 对 应 三 种 不 同 的 运动 类 型 。 中 间 是 摆动 
区 ， 上 下 是 方向 相反 的 转动 区 。 只 要 把 两 条 分 界线 排除 ， 相 平面 上 任何 一 点 都 可 
以 有 一 个 邻 域 。 取 邻 域 中 的 某 个 点 作 初 值 ， 我 们 不 仅 知道 它 属于 同一 种 运动 类 
型 ， 而 且 可 以 精确 地 预言 它 未 来 的 轨迹 。 运 动 对 初 值 的 不 敏感 性 和 未 来 轨道 的 可 
预言 性 ， 这 两 个 互相 联系 的 特点 ， 是 确定 论 描述 的 前 提 。 

然而 ， 对 于 相 平 面 上 三 个 区 域 的 分 界线 ， 特 别 是 分 界线 的 交点 ( 土 x，0)， 
上 述 的 前 提 就 不 满足 了 。 事 实 上 ，( 土 x+，0) 两 点 对 应 着 单 摆 处 于 其 正 上 方 时 的 
不 稳定 平衡 状态 。 根 据 力 学 方程 ， 初 值 如 恰好 取 在 这 一 点 ， 单 摆 就 应 永远 静止 在 
那里 。 但 事实 都 不 是 这 样 ， 因 为 单 摆 不 可 能 绝对 孤立 而 存在 ， 总 会 有 一 些微 小 的 
外 界 干 扰 。 如 果 外 界 的 扰动 造成 对 初 值 的 任何 微小 偏差 ， 都 会 不 断 地 增 大 而 决定 
单 摆 未 来 的 命运 一 一 向 左 侧 或 向 右 侧 倒 下 去 。 也 就 是 说 ， 在 这 种 情况 下 ， 仅 依靠 
原来 的 力学 方程 是 不 够 的 ， 还 必须 计 人 外 界 环境 带 来 的 随机 因素 ， 才 能 对 单 摆 运 
动 做 “完全 ”的 描述 。 这 种 对 确定 论 方程 引入 随机 的 初始 条 件 或 随机 参数 、 随 机 
外 力 《〈 噪 声 ) 等 等 的 思想 ， 已 使 理论 不 再 是 确定 论 的 了 。 以 上 所 涉及 的 随机 因 


' 246 . 第 七 章 非 线性 力学 


素 ， 可 称 为 外 (在 ) 随机 性 。 

上 述 的 外 在 随机 性 ， 与 本 章 将 作为 重点 介绍 的 内 在 随机 性 ， 至 少 有 两 点 本 质 
区 别 。 其 一 ， 可 能 出 现 随机 性 的 初 值 区 域 在 相 空 间 内 的 体积 为 零 (在 上 述 单 摆 例 
子 中 ， 仅 限于 相 平面 上 的 两 条 分 界线 及 它们 的 交点 )。 其 二 ， 为 了 计 人 随机 人 性， 
必须 在 原 有 方程 中 加 入 外 随机 项 (随机 参数 ， 初 始 条 件 或 外 源 等 )。 但 是 ， 我 们 
将 会 看 到 ， 对 于 某 些 完全 属于 确定 论 的 方程 所 描述 的 系统 ， 根 本 不 需要 加 任何 随 
机 因素 即 可 表现 出 随机 的 行为 ， 而 且 导 致 随机 行为 出 现 的 初 值 范围 或 参数 范围 ， 
在 其 相 空间 内 有 具有 非 零 的 体积 。 这 就 是 本 章 已 经 数 次 提 及 的 内 在 随机 性 。 

人 们 日 常生 活 中 ， 就 可 找到 内 在 随机 性 现象 。 例 如 ， 面 包 师 在 制作 面包 时 ， 
要 在 面粉 中 加 入 一 些 发 醇 粉 ， 再 经 完全 重复 的 多 次 揉 面 动作 ， 使 发 酵 粉 在 面团 中 
形成 均匀 分 布 。 假 定 发 酵 粉 不 溶 于 水 ， 也 不 发 生生 物 、 化 学 反应 。 如 果 我 们 能 够 
设计 一 种 办 法 使 过 程 按时 间 顺 序 反 过 来 进行 。 我 们 将 会 看 到 ， 即 使 如 此 ， 而 且 无 
论 我 们 多 人 么 精心 操作 ， 也 不 可 能 把 已 经 均匀 分 布 的 发 酵 粉 重新 集中 到 一 起 。 因 
此 ， 上 述 揉 面 过 程 属于 不 可 逆 过 程 。 但 当 人 们 仔细 观察 发 酵 粉 的 运动 过 程 时 ， 又 
确信 在 每 次 揉 面 过 程 中 ， 发 酵 粉 的 轨迹 是 完全 可 以 预先 确定 的 。 为 将 此 类 过 程 简 
化 和 便于 进行 计算 ， 人 们 设计 了 一 种 按 图 7.4 所 未 顺序 进行 的 3 个 基本 动作 不 断 
重复 的 过 程 :首先 ， 单 位 正方 形 A 被 压缩 成 一 个 六 x2 单位 的 长 方形 B， 然 后 
把 它 重新 配置 为 一 个 新 的 正方 形 C。 可 以 看 到 其 中 阴影 区 和 非 阴 影 区 被 分 为 四 个 
隔 开 的 区 域 ， 而 不 是 A 中 所 示 的 两 个 隔 开 的 区 域 。 也 就 是 说 ， 虽 然 面团 依 此 经 
过 3 个 基本 动作 后 回 到 原来 的 形状 ， 但 面团 中 质点 的 位 置 都 发 生 了 变化 。 通 常 ， 
将 面团 中 质点 位 置 的 上 述 变 化 称 作 经 过 了 一 次 面包 师 变换 。 显 然 ， 在 经 过 多 次 面 
包 师 变换 后 ,会 把 原来 非常 近 的 两 个 质点 分 开 得 很 远 。 其 至 可 能 使 原来 相距 毫 厘 
的 两 个 质点 达到 相隔 千里 之 遥 的 地 步 。 这 是 一 种 不 稳定 现象 ， 正 是 这 种 不 稳定 性 
使 遵从 确定 论 规律 的 系统 产生 了 内 在 随机 性 。 这 种 内 在 随机 性 就 是 现在 人 们 通常 
说 的 混沌 运动 。 
1 
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图 7.4 面包 师 变换 
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7.3.3 相 平 面 法 


为 使 对 相 轨 线 有 清晰 、 完 整 的 概念 ， 这 里 以 读者 熟知 的 线性 振子 为 例 做 一 定 
性 分 析 ， 以 期 对 相 平面 法 有 个 概括 的 了 解 。 设 一 线性 振子 ， 若 不 计 空 气 阻力 ， 其 


运动 方程 为 
Z+w2zr=0 (7.3.10) 
令 y= 工 ， 则 上 式 变 成 
>”, | (7.3.11) 
yy 三 一 只“ 
或 者 
dy wix 
gr y (7.3.12) 
分 离 变 量 后 积分 ， 可 得 积分 曲线 ， 为 一 椭圆 曲线 徐 。 但 为 阐述 相 平 面 法 ， 可 应 用 
几何 方法 得 到 其 积分 曲线 簇 。 
方程 (7.3.12) 表示 相 平 面 一 个 方向 场 ， 若 令 
dy _ 
gz a (7.3.13) 
则 有 
y= _ wx (7.3.14) 


对 于 给 定 的 a 值 ， 由 式 (7.3.14) 所 确定 的 直线 上 有 相同 的 斜率 (等 倾 线 )。 给 
a 以 一 系列 的 不 同 值 ， 得 到 一 系列 通过 相 平面 原点 的 直线 ， 如 图 7.5 所 示 ， 然 后 
用 折线 法 便 可 大 致 地 描绘 出 方程 (7.3.14) 所 确定 的 积分 曲线 ， 如 图 7.6 所 示 。 


y >》 


图 7.5 用 等 倾 线 法 确定 积分 曲线 图 7.6 线性 振子 的 积分 曲线 


我 们 再 次 提请 读者 注意 ， 积 分 曲线 与 相 轨 线 是 不 同 的 概念 。 在 简单 情况 下 
(如 这 里 的 线性 谐振 动情 况 )， 积 分 曲线 只 含 一 条 相 轨 线 ， 二 者 一 致 ， 但 在 某 些 情 
况 下 积分 曲线 可 包含 几 条 相 轨 线 ， 各 条 相 轨 线 之 间 相互 不 连接 。 因 此 ， 系 统 运 动 
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状态 处 在 某 条 相 轨 线 上 ， 只 能 在 这 条 相 轨 线 上 运动 ， 并 不 能 在 整个 积分 曲线 上 运 
动 。 

图 7.6 表明 ,线性 振子 的 相 轨 线 为 椭圆 徐 。 相 平面 上 任意 一 点 都 有 一 条 且 只 
有 一 条 椭圆 曲线 通过 。 由 于 在 上 半 平 面 有 y=xz>0，z 随时 间 z 增 大 而 增 大 ; 在 
下 半 平 面 有 y=x<0，x 随时 间 z 增 大 而 减 小 ， 因 而 相 点 按 顺 时 针 方 向 运动 。 相 
轨 线 是 封闭 曲线 ， 表 明 振子 做 周期 运动 。 

由 此 例 可 见 ， 虽 然 未 求 线性 振子 的 解析 解 ， 但 通过 对 相 轨 线 的 性 状 研 究 ， 对 
系统 的 振动 性 质 和 规律 已 有 了 定性 的 结果 。 于 是 得 到 如 下 的 认识 : 

(1) 可 以 不 求 运 动 微分 方程 的 解 ， 应 用 方程 (7.3.4) 在 相 平 面 上 所 确定 的 
方向 场 求 出 积分 曲线 ， 即 求 出 相 点 沿 相 轨 线 的 运动 规律 。 这 种 方法 具有 特殊 意 
义 。 对 于 非 线 性 系统 ， 在 一 般 情况 下 无 法 求 得 解析 解 ， 此 时 借助 此 法 可 将 系统 的 
一 切 可 能 的 运动 都 表示 在 相 平面 上 ， 从 而 进行 定性 分 析 。 通 过 对 相 平面 以 及 相 轨 
线 的 研究 ， 求 得 相 点 在 相 轨 线 上 的 运动 规律 ， 给 出 系统 运动 性 质 的 一 个 全 局 性 图 
像 。 

(2) 由 方程 (7.3.4) 所 确定 的 方向 场 求 出 积分 曲线 ， 并 没有 对 方程 等 号 右 
端 提出 任何 要 求 ， 也 就 是 说 ， 它 对 非 线 性 系统 中 的 非 线 性 项 没有 条 件 要 求 ， 对 于 
有 强 非 线 性 问题 同样 可 以 适用 。 

最 后 ， 我 们 可 以 将 相 平面 法 概括 如 下 : 

二 维 欧 几 里 得 空间 的 微分 方程 ， 常 简称 为 二 维系 统 。 二 维 矢量 只 有 两 个 分 
量 ， 所 以 常用 两 个 标量 表示 二 维系 统 。 对 于 微分 方程 不 显 含 时 间 z 的 非 线性 自治 
系统 ， 其 微分 方程 为 

T= F(zr,y) 

y= G(xz,y) 
其 中 ， 孙 数 F(z,y) 和 G(z,y) 在 整个 相 平 面 上 是 解析 的 ， 且 系统 的 状态 与 相 
平面 上 的 点 (x，y) 保持 相互 单 值 、 连 续 地 对 应 。 由 此 得 到 一 阶 微分 方程 


(7.3.15) 


dy __ F(zx,y) 
dx Gtr,y) (7.3.16) 


它 确定 相 平面 上 的 方向 场 ， 再 应 用 适当 的 方法 在 相 平面 上 作出 方程 的 积分 曲线 ， 
并 求 出 相 点 沿 此 曲线 族 的 运动 规律 。 


7.4 平衡 点 的 分 类 
在 7.3 节 我 们 曾经 提 到 了 平衡 点 ， 即 数学 上 的 奇 点， 现在 我 们 来 进一步 讨论 


这 个 问题 。 
设 一 单 自 由 度 自 治 系统 的 运动 微分 方程 为 


7.4 平衡 点 的 分 类 . 249， 


z= | (7.4.1) 


y= G(r,y) . 
其 中 , F(z,y) 和 G(xz,y) 为 xz，y 的 非 线性 函数 ， 且 有 一 阶 偏 导数 。 如 果 有 这 
样 一 点 (zo。，y6)， 使 得 
oo 中 (7.4.2) 
GCCzo，y0) = 0 
则 称 此 点 为 微分 方程 〈(7.4.1) 的 育 点 。 反 之 ， 如 果 F(zly) 和 G(zi,y) 中 至 
少 有 一 个 不 等 于 零 ， 则 此 点 称 为 微分 方程 (7.4.1) 的 常 点 。 
为 了 说 明 常 点 和 奇 点 的 意义 ， 将 方程 (7.4.1) 改写 成 
dy_G (xz, y) 
dr F (x, y) 
显而易见 ， 在 常 点 处 ，dy/dx 有 确定 的 值 ， 因 而 过 常 点 ， 微 分 方程 (7.4.1) 有 
唯一 的 解 ， 也 就 是 说 ， 在 常 点 上 有 一 条 且 只 有 一 条 积分 曲线 通过 。 至 于 在 奇 点 
处 ，dy/dz 可 以 有 任意 的 值 ， 从 而 过 奇 点 可 以 有 任意 多 条 积分 曲线 ( 含 一 条 也 
没有 )。 这 表明 ， 在 奇 点 处 方程 (7.4.1) 解 的 唯一 性 不 成 立 。 
从 力学 角度 看 


(7.4.3) 


dr Ve gy (7.4.4) 
分 别 是 相 速 度 在 x 轴 和 y 轴 上 的 投影 ， 相 速度 的 速率 
v=V vtv=V P+G (7.4.5) 


由 此 可 见 ， 在 常 点 处 ，w 关 0， 故常 点 表示 一 个 运动 的 点 ,而 奇 点 就 是 系统 的 平 
衡 位 置 或 平衡 点 。 由 于 F(x,y) 和 G(z,y) 都 是 非 线性 的 ， 因 而 微分 方程 
(7.4.1) 的 奇 点 可 能 有 多 个 。 

在 7.3 节 我 们 曾经 强调 过 相 轨 线 与 积分 曲线 的 区 别 ， 现 在 我 们 再 从 微分 方程 
的 性 质 看 看 它们 的 区 别 。 积 分 曲线 上 每 一 点 的 斜率 dy/dzx 按 式 (7.4.3) 计算 ， 
而 相 轨 线 是 相 点 的 轨迹 ， 其 运动 规律 由 方程 (7.4.1) 确定 。 在 常 点 处 ， 积 分 曲 
线 与 相 轨 线 重合 ， 二 者 的 区 别 仅 表 现在 奇 点 上 或 过 奇 点 的 积分 曲线 上 ， 因 为 在 奇 
点 处 ， 式 (7.4.3) 不 满足 解 的 存在 与 唯一 性 条 件 ， 而 方程 (7.4.1) 却 能 满足 此 
条 件 。 其 实 ， 奇 点 本 身 就 是 一 条 相 轨 线 ， 即 系统 的 平衡 位 置 。 对 于 过 奇 点 的 积分 
曲线 必 是 由 包括 奇 点 在 内 的 三 条 相 轨 线 所 组 成 。 若 在 初 瞬时 相 点 位 于 通过 奇 点 的 
积分 曲线 上 ， 则 它 只 能 在 := co 或 上 = - co 时 渐 近 地 趋向 奇 点 ， 而 不 能 在 有 限时 
间 内 到 达 ， 和 否则 将 意味 着 过 该 点 方程 (7.4.1) 至 少 有 两 个 解 ， 这 是 不 可 能 的 。 

平衡 点 附近 扰动 的 性 质 十 分 重要 ， 下 面 研究 相 轨 线 在 奇 点 邻 域 的 性 质 。 

由 于 物理 系统 中 的 平衡 态 相当 于 相 平面 中 的 奇 点 ， 因 此 可 把 奇 点 看 成 未 被 扰 
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动 的 状态 。 如 果 给 系统 以 微小 的 扰动 gz 和 3y， 使 其 离开 平衡 态 x 和 y ， 令 方 


程 (7.4.1) 的 解 为 
| 
(7.4.6) 


y= yo toy 
将 式 (7.4.6) 代入 式 (7.4.1)， 并 将 式 (7.4.1) 右 端 按 泰 勤 级 数 展开 至 线性 
项 ， 略 去 高 次 项 ， 则 得 
F 


. aF 9 
8Sz = F(zxo,Y0) 十 27 十 5y67 


8 = G(x0190) + Ear + Fay 
而 在 平衡 点 处 有 
F(zo»Y0) =0 
G(x ,Yo) =0 
所 以 
7 = ty 
0 = dr + dy 
我 们 可 将 上 式 写 为 矩阵 形式 
9F ”9F 
8z 97 9y GZ 
[= 了 aG 网 (7.4.7) 
ox 9y (zx01%0) 
式 (7.4.7) 是 扰动 量 为 5x 和 6y 的 线性 方程 组 。 其 右 端 和 矩阵 记 为 J 
aF aF] 
加 9 并 9y 
J= aG aG (7.4.8) 
ax 9y (zx013) 
式 (7.4.8) 称 为 雅 可 比 和 矩阵 。 为 了 以 后 书写 方便 ， 引 入 下 面 的 记号 
oaF 
CH 一 刁 “， Q12 
oT oy (7.4.9) 
A221 dx? 22 gy 


线性 方程 组 (7.4.7) 的 解 有 e* 的 形态 ， 其 中 4 为 雅 可 比 和 矩阵 J 的 特征 值 。 
它 可 以 用 方程 (7.4.1) 所 描述 的 二 维 自治 系统 和 其 对 应 的 用 式 (7.4.7) 所 描述 
的 线性 系统 之 间 的 关系 来 确定 。 
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设 式 (7.4.7) 的 非 零 解 为 


Sz = Ae*, Sy = Be”* (7.4.10) 
将 式 (7.4.10) 代入 式 (7.4.7) 得 
人 GZ Qi1 a12 Sx 
二 7.4.11 
Wd 加 sol ls] ( ) 
引信 单位 和 矩阵 
1 0 
I= | | 
方程 (7.4.11) 有 非 平凡 解 的 条 件 为 4 是 下 述 特 征 值 方 程 的 解 
CI 一 人 Q12 
| 一 AT| = =0 (7.4.12) 
Q21 Q22 一 人 
根据 行列 式 的 运算 ， 式 (7.4.12) 变 为 
A*—-TA+A=0 (7.4.13) 
式 中 
T=autan=( 和 + 各) ») (7.4.14) 


A= alla22 一 412a21 

_ /aFaG aFaG 
(二 9y 9y 232). 
显然 ,本 是 雅 可 比 矩 阵 J 的 迹 ， 它 等 于 两 个 特征 值 之 和 ; A 是 雅 可 比 行列 式 的 
值 ， 它 等 于 两 个 特征 值 之 积 。 方 程 (7.4.13) 是 个 一 元 二 次 方程 ， 其 解 为 


+ 2 _ 
= 二 和 44 (7.4.16) 


根据 线性 方程 (7.4.1) 的 特征 根 ， 式 (7.4.16) 取 值 不 同 ， 解 和 奇 点 (平衡 点 ) 
的 性 质 也 不 同 ， 它 们 可 以 分 为 以 下 几 类 : 

1) A<0 

由 式 (7.4.16) 可 见 ，41 和 4 为 两 个 正 、 负 不 相等 的 实 根 。 当 其 为 负 实 根 
时 ， 其 解 趋向 于 平衡 点 ， 当 其 为 正 实 根 时 ， 其 解 远离 平衡 点 。 这 样 的 平衡 点 称 为 
鞍点 (saddle)， 如 图 7.7 所 示 。 显 然 它 是 不 稳定 奇 点 。 

2) A>0, T? -4A>0 

由 式 (7.4.16) 可 见 ， 当 T2 -44 >0 时 ， 两 个 特征 根 4, 和 4 为 不 相等 的 
两 实 根 ， 但 二 者 却 有 相同 的 符号 ， 当 人 >0 时 ，) 和 4, 均 为 正 ， 其 解 按 指数 发 
展 远 离 平衡 点 ， 称 为 不 稳定 结 点 ; 当 T<0 时 ，); 和 1, 均 为 负 ， 其 解 按 指数 豪 
减 渐 近 地 趋 于 平衡 点 ， 称 为 稳定 结 点 ， 分 别 如 图 7.8 (a)，(b) 所 示 。 


(7.4.15) 
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图 7.7 远 点 


(a) (b) 


图 7.8 结 点 


当 开 -44=0 时 ，A1= 2 为 相等 的 两 实 根 ， 这 种 情况 在 此 我 们 不 详 加 讨 
论 ， 在 这 种 情况 下 ，A <0 属 稳定 结 点 ， 称 稳定 畜 结 点 (stable inflected node) 或 
稳定 临界 结 点 ; 而 A >0 属 不 稳定 结 点 ， 称 不 稳定 弯 结 点 (unstable inflected 
node) 或 不 稳定 临界 结 点 。 

3) 4A>0， 到 -44<0,， 但 工 关 0 

由 式 (7.4.16) 可 见 ，4; 和 4, 为 共 思 复 根 ，X = ReX + ilm ， 其 解 为 振荡 


7.4 平衡 点 的 分 类 ，253 ， 


型 eRw)'cos(ImA)z 。 当 TT>0 时 ， 其 实 部 Re) 为 正 ， 可 见 振幅 是 不 断 增 加 的 ， 


称 为 不 稳定 焦点 ; 当下 <0 时 ， 其 实 部 ReX 为 负 ， 即 振幅 不 断 地 衰减 ， 称 为 稳定 
焦点 ， 分 别 如 图 7.9 (a)，(b) 所 示 。 
个》 ty 
{a) (a) 
图 7.9 焦点 


4) T=0, T*?-4A<0 

由 式 〈7.4.16) 可 见 ，X1 和 4 均 为 纯 
虚 根 ， 解 为 周期 振荡 型 cos (ImX ): ， 它 们 在 
相 平 面 上 的 轨迹 是 一 些 封闭 曲线 ， 这 时 的 平 
衡 点 称 为 中 心 ， 如 图 7.10 所 示 。 直 观 地 看 ， 
由 于 中 心 点 附近 的 解 的 封闭 曲线 并 不 趋 于 中 
心 ， 因 而 中 心 点 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 ， 并 不 是 

下 面 罗 列 出 了 上 述 的 各 种 情况 : 

(ii ) A1，2， 实 数 ， 不 相等 ， 同 号 ; 图 7.10 中 心 
T2-44>0，4A>0; 结 点 。 

(ii ) 4A41=X2; T2-44=0，T 尖 0; 弯 结 点 。 

( 诈 ) X41，22， 复 数 ， 实 部 不 为 零 ， T2 一 44A <0，T 关 0; 焦点 〈 螺 线 点 )。 

(lV) Ai0，M2=0，4=0; 平行 线 。 

(Y) X41，X2， 实 数 ， 不 同 号 ; A <0; 鞍点 。 

(Vyi) 41，4，。， 纯 虚数 ;A >0， 芽 =0; 中 心 。 

二 维 平衡 点 在 参考 平面 ( 工 ，4) 上 的 分 布 情况 如 图 7.11 所 示 。 

这 里 需要 说 明 的 是 ,方程 (7.4.13) 也 是 二 阶 方程 

xz- Trt+Azr=0 (7.4.17) 

所 对 应 的 特征 方程 。 从 物理 上 看 ， 由 于 运动 方程 含 x 的 项 为 阻尼 项 ，Az 项 为 恢 
复 力 项 ， 所 以 ， 以 上 各 种 平衡 态 就 有 相应 的 物理 意义 。 如 鞍点 为 负 恢复 力 (A< 
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如 “© 
(11) 


D> 


© 网 


图 7.11 二 维 平衡 点 的 分 区 


0) 时 的 平衡 态 ， 此 时 正 负 阻尼 ( 丁 可 正 、 可 负 ) 均 不 改变 其 不 稳定 的 形态 。 而 
焦点 为 正 恢复 力 (A >0) 的 振荡 加 上 正 (T<0) 负 ( 丁 >0) 阻力 时 的 结果 ， 到 
达 焦 点 时 振荡 消失 。 中 心 点 为 无 阻尼 (本 =0) 时 的 简 谐 振动 。 
同样 ， 三 维 自治 系统 也 可 用 如 下 方程 组 来 描述 
T= fi(zx,y,z) 
y= pce)| (7.4.18) 
z= f(x,y,z) . 
由 式 〈7.4.18) 可 见 ， 该 系统 在 平衡 点 时 [fi(zxo,yo,z0) = f(xo0,yo0;z0) = 
户 (zo,yo,zo) = 0] ， 有 如 下 几 种 情形 : 四 当 式 (7.4.18) 右 端 雅 可 比 和 矩阵 的 三 
个 特征 值 的 实 部 均 为 负 值 时 ， 该 平衡 点 称 为 吸引 子 ; @ 当 三 个 特征 值 的 实 部 均 为 
正 值 时 ， 该 平衡 点 称 为 排斥 子 ;@ 在 三 个 特征 值 中 ， 称 实 部 有 正 有 负 的 平衡 点 为 
鞍点 。 
胃 外 ， 人 们 把 有 正 实 部 的 特征 值 的 个 数 称 为 指标 ， 因 此 ， 吸 引子 的 指标 显然 
为 0; 排斥 子 的 指标 为 3;， 鞍点 的 指标 可 为 1 或 2。 
上 述 三 维 相 空 间 中 平衡 点 的 情况 及 其 指标 如 图 7.12 所 示 。 图 中 分 别 以 R 和 
I 表示 特征 值 的 实 部 和 虚 部 ， 第 一 行 至 第 四 行 依次 排列 ; 指标 为 0 的 吸引 子 ; 指 
标 为 1 的 鞍点 ， 指 标 为 2 的 鞍点 ; 指标 为 3 的 排斥 子 。 
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图 7.12 三 维 相 空 间 的 平衡 点 


7.5 保守 系统 中 的 随机 性 


7.S.1 作用 -角度 变量 


物理 系统 可 以 分 为 保守 系统 和 耗 散 系统 两 大 类 。 根 据 刘 维 定理 ， 保 守 系 统 的 
相 空 间 体积 在 运动 中 保持 不 变 ， 而 耗 散 系统 ， 它 的 相 空间 体积 在 运动 中 会 不 断 地 


缩小 ， 最 后 将 趋向 零 。 
对 于 一 个 有 s 个 自由 度 的 保守 系统 ， 其 哈密 顿 函 数 是 


H=H (P|, Pp,; ”3 p,， Gd1， Q2， 机 q,) 
其 运动 由 哈密 顿 正则 方程 
. _9H ,~ _9H 
® ap’ fi og 


描述 。 如 果 能 找到 一 系列 正则 变换 ， 从 广义 动量 p,，p,， 
di， 4d2， ”9 d, 变 到 另 一 套 变量 刀 ， 2 ， 机 J 和 0,， 0,， 


.(7.5.1) 


(7.5.2) 


…， 刀 和 广义 坐标 
…，&， 使 得 用 新 变 
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量 表示 的 哈密 顿 函数 只 依赖 于 前 一 半 变 量 J;， 而 与 & 无 关 ， 即 有 


H= XH (万 ， J2， ”9 J,) (7.5.3) 
则 相应 的 哈密 顿 方程 为 
6= = (Ja),) 
(7.5.4) 
9 光 
= -350 一 0 


由 于 w; 是 与 2: 无 关 的 函数 ， 以 上 方程 很 容易 积分 出 来 
Q(t) = wit + “| 
J; = J:(0) 
至 此 ， 这 个 力学 系统 的 运动 方程 就 完全 解 出 来 了 。 式 (7.5.5) 中 由 初始 条 件 决 
定 的 常数 0.(0) 和 .J;(0) 共有 2s 个 ， 它 们 将 通过 原先 的 广义 坐标 和 广义 动量 来 表 
示 ， 是 一 些 运动 不 变量 。.J; 和 0 称 为 作用 -角度 变量 。 通 常 称 满足 式 (7.5.3) 
或 (7.5.4) 的 系统 为 可 积 系 统 ， 否 则 即 称 为 不 可 积 系统 。 由 式 (7.5.5) 可 知 ， 
可 积 系统 有 s 个 运动 积分 J;。 事 实 上 ， 只 要 知道 了 * 个 适当 的 运动 积分 ， 运 动 方 
程 的 解 就 可 以 通过 积分 表示 出 来 ， 这 样 的 系统 也 是 可 积 的 。 因 此 可 积 系统 的 运动 
总 是 确定 的 。 
对 于 物理 学 中 一 类 十 分 重要 的 做 周期 运动 的 系统 ， 人 们 关心 的 不 是 运动 轨道 
的 细节 而 是 频率 。 应 用 作用 -角度 变量 的 优越 性 在 于 它 能 不 必 求 系统 运动 的 完全 


(7.5.5) 


解 便 可 以 得 到 周期 运动 的 频率 。 
作为 例子 ， 考 虑 * 维 无 看 合 线性 谐振 子 ， 此 时 
H= D3(p? + wg?) (7.5.6) 
做 正则 变换 
1 = 元 (p27 + wig?) 
(7.5.7) 
0, = arccos| / 2 | 
2]J, 
一 / i cos0, 
" oe (7.5.8) 
p= — (20w;]; ~ 2 Jicos0, )2 = ~ 2w; ;sing; 
于 是 


X= 2 (p+ o3g3) = > (7.5.9) 
i=1 i=1 
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将 式 (7.5.9) 代入 式 (7.5.4) 得 


j= 

9 

(7.5.10) 
, Xp 
j= -3070 
所 以 

| (7.5.11) 
J;=J(0) 和 


可 见 ， 谐 振子 是 可 积 系 统 。 当 ;=1 时 ， 这 就 是 大 家 熟知 的 一 维 线性 谐振 子 ， 其 
运动 在 相 空间 (p，g) 的 轨迹 为 椭圆 。 当 ; >1 时， 在 25 维 相 空间 的 运动 轨迹 


是 * 维 超 本 球面 。 做 适当 坐标 变换 (如 令 0.=\ 学 @， 已 =/ 开户)， 则 这 些 本 
加 和 超 椭 球 分 别 进化 为 加 和 超 球 面 。 

对 于 一 般 的 可 积 系统 ， 只 要 其 运动 是 有 界 的 ， 它 也 一 定 是 周期 的 ， 因 此 通常 
也 称 角度 变量 6 为 循环 坐标 ，w 使 是 周期 运动 的 频率 。 

从 前 述 可 知 ， 根 据 是 否 满足 式 〈7.5.4) 或 (7.5.3) 把 物理 系统 分 为 可 积 与 
不 可 积 系统 。 其 实 ， 根 本 困难 还 在 于 如 何 找到 所 需要 的 正则 变换 或 运动 积分 。 如 
果 从 一 切 可 能 的 解析 的 哈密 顿 函 数 中 任 取 一 个 ， 它 几乎 一 定 是 不 可 积 的 (只 要 ， 
>>2)。 可 积 的 哈密 顿 函 数 是 如 此 稀少 ， 以 至 于 用 它们 来 远近 一 个 不 可 积 系统 也 是 
办 不 到 的 。 


图 7.13 环 面 


若 可 积 系统 的 运动 对 于 一 切 广义 坐标 都 是 有 界 的 时 ， 各 种 力学 量 只 能 是 角度 
变量 的 周期 函数 。 这 时 系统 在 相 空间 的 运动 将 被 限制 在 * 维 的 环 面 上 ，J = 
Ji(0) 是 环 面 的 各 个 半径 ， 而 4 描述 在 环 面 上 的 绕 动 。 由 于 高 维 环 面 难于 直观 地 
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绘 出 ,我 们 在 此 仅 把 ;=1 和 ;=2 的 情形 图 示 在 7.13 中 。 只 要 s 宇 2， 则 由 J; 所 
决定 的 * 维 环 面 就 只 能 是 2s - 1 维 等 能 面 的 一 部 分 。 换 句 话 说 ， 等 能 面 上 还 有 大 
片 大 片 的 区 域 是 系统 根本 达 不 到 的 地 方 。 


7.5.2 近 可 积 系统 的 KAM 定理 


如 果 不 可 积 系 统 的 哈密 顿 函数 可 以 分 出 一 项 小 扰动 HI 
H=Ho+ Hi (7.5.12) 

而 当 Hi=0 时 ， 昌 = Ho 是 可 积 的 ， 即 可 变换 到 作用 -角度 变量 J,，0,， 求 得 ;个 
频率 w; = (J 1 ，J，,，…，J,)， 还 可 得 到 运动 限制 在 环 面 上 等 结论 。 而 当 Hi 沽 0 
时 ， 则 称 五 是 近 可 积 的 。 那 么 对 于 近 可 积 的 哈密 顿 系统 ， 运 动 的 图 像 如 何 呢 ? 
有 一 条 著名 定理 给 出 了 这 个 问题 的 答案 ， 它 是 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (A，N，KoL 
mogorov) 在 1954 年 提出 ,在 20 世纪 60 年 代 初 由 阿 诺 尔 德 (A.1.Anold) 和 黄 
塞 (J .Moser) 分 别 加 以 证 明 的 ， 因 而 称 为 KAM 定理 ， 是 20 世纪 科学 的 重大 成 
就 之 一 。 由 于 证 明 所 需要 的 数学 知识 超出 多 数 物理 工作 者 的 一 般 水 准 ， 但 是 其 结 
论 和 图 像 是 清楚 易 懂 的 ， 在 此 我 们 也 就 限于 表述 定理 的 大 意 ， 然 后 讨论 其 物理 后 
果 。 

KAM 定理 指出 ， 在 下 述 两 个 条 件 下 ， 即 

(1) 哈密 顿 函数 中 导致 不 可 积 人 性 的 扰动 项 电 | 很 小 ; 

(2) 未 扰动 的 哈密 顿 函数 瑞 。 对 应 的 频率 满足 不 相关 (或 非 共 振 ) 条 件 ， 即 
可 积 的 Ho 的 * 个 频率 ww; 的 雅 可 比 项 列 式 不 等 于 零 


9 (wil, WF, """, w,) 


9 (1, Jo, 了) 70 (7.5.13) 


则 哈密 顿 函数 态 = Ho + Hi 的 绝 大 多 数 解 (除去 测度 为 零 的 集合 ) 仍然 留 在 * 维 
环 面 上 ， 这 些 环 面 的 形状 比 起 有 = 0 时 可 能 略 有 改变 ， 但 运动 的 总 体 图 像 与 未 
扰动 的 可 积 系 统 是 相同 的 。 

从 该 定理 我 们 看 到 ， 两 个 条 件 中 任何 一 个 受到 破坏 ， 都 会 出 现 随机 的 运动 。 

进一步 的 分 析 研 究 表明 ， 对 于 保守 系统 ， 除 了 可 积 系 统 和 满足 KAM 条 件 的 
近 可 积 系统 外 ， 在 KAM 定理 条 件 不 满足 的 情形 下 ， 系 统 的 运动 将 是 随机 的 混沌 
运动， 而 且 也 会 出 现 无 穷 层 次 的 自 相似 结果 。 

保守 的 不 可 积 系统 的 特点 是 ， 相 空间 内 导致 不 稳定 运动 的 点 不 必 都 是 少数 测 
度 为 零 的 例外 情形 ， 而 可 能 占据 有 限 测度 的 区 域 。 

KAM 定理 是 20 世纪 科学 重大 发 现 之 一 ， 它 在 某 些 方面 完全 改变 了 人 们 过 
去 长 期 以 来 普遍 公认 是 理所当然 的 观念 。 例 如 ，KAM 定理 对 统计 力学 中 人 们 习 
以 为 常 的 假设 提出 了 警告 。 统 计 力学 常 以 没有 相互 作用 的 理想 系统 出 发 ， 指 出 虽 
然 理想 系统 不 会 趋 近 平衡 ， 但 只 要 计 人 无 限 小 的 相互 作用 ， 系 统 就 会 达到 平衡 。 
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然而 KAM 定理 告诉 我 们 : 即使 有 很 弱 的 相互 作用 ， 系 统 的 运动 可 能 仍 限 制 在 s 
维 环 面 上 ， 与 理想 系统 的 情况 很 接近 。 因 此 不 可 能 在 2s - 1 维 等 能 面 上 求 平均 
(除非 ;<2)， 也 就 是 说 统计 物理 学 中 的 微 正则 系 综 的 假设 并 不 成 立 。 


7.6 耗 散 系统 中 的 随机 性 


这 一 节 涉 及 的 内 容 较 多 。 首 先 给 出 耗 散 系统 一 个 可 以 量化 操作 的 定义 。 非 线 
性 问题 极为 复杂 ， 直 接 观 察 相 空 间或 相 平面 中 的 轨 线 固然 不 失 为 一 有 效 方法 ， 但 
运动 很 复杂 时 ， 轨 线 可 能 混乱 成 一 片 ， 其 至 可 能 充满 某 一 区 域 而 看 不 出 什么 规 
律 ， 因 而 必须 寻求 其 他 有 效 方法 。 这 些 方法 常用 的 有 数 种 ， 我 们 这 里 只 介绍 一 种 
所 谓 庞 加 莱 截 面 法 。 有 了 这 些 准备 之 后 ， 我 们 讨论 通 向 混沌 运动 一 个 典型 范例 。 


7.6.1 耗 散 系 统 


任何 一 个 实际 系统 ， 当 运动 时 间 足 够 长 时 ， 耗 散 效应 都 是 不 可 忽略 的 。 而 任 
何 一 个 宏观 系统 都 是 耗 散 系统 。 因 此 ， 对 耗 散 系统 中 随机 性 的 研究 有 重要 的 实际 
意义 。 

下 面 我 们 首先 来 介绍 一 个 在 非 线性 动力 学 发 展 史上 写 下 光辉 一 页 的 大 气 这 个 
耗 散 系统 产生 混沌 运动 的 实例 。 

1963 年 美国 气象 学 家 洛 伦 蒋 〈(E.N，Lorenz) 在 他 著名 的 论文 《确定 论 非 
周期 流 (deterministic nonperiodic flow)》 中 讨论 了 天 气 预 报 的 困难 和 大 气 滑 流 现 
象 ， 指 出 气候 不 能 精确 重演 与 长 期 天 气 预报 无 能 为 力 之 间 必 然 存在 着 一 种 联系 ， 
这 就 是 非 周期 性 与 不 可 预见 性 之 间 的 联系 。 他 将 非常 复杂 的 大 气 运动 经 过 简化 ， 
给 出 了 三 个 变量 的 自治 方程 ， 这 就 是 著名 的 洛 伦 茨 方程 

T=-o(zx- y) 

et (7.6.1) 

Z=xy— bz 
式 中 ，z 称 为 速度 模 ，y 称 为 温度 模 ，z 称 为 温度 梯度 模 。 方 程 右 端 不 显 含 时 
间 ， 它 是 一 个 完全 确定 的 常 微分 方程 组 。 方 程 中 三 个 参数 为 v，y 和 5b， 如 取 6 = 
8/3, “=10， 改 变 参 数 7: 当 y<1 时 ， 其 解 的 性 质 趋 于 无 对 流 的 定 态 ; 当 y>1 
时 ， 其 解 为 非 周 期 的 ， 看 起 来 似乎 非常 混乱 。 这 便 是 在 耗 散 系统 中 ， 一 个 确定 性 
方程 却 能 导出 混沌 解 的 第 一 个 实例 ， 从 而 揭 开 了 对 混沌 现象 深入 研究 的 序幕 。 

在 7.4 节 中 提 到 的 吸引 子 , 实际 上 是 系统 (7.4.18) 中 的 一 个 特殊 的 平衡 
态 ， 它 存在 于 耗 散 系统 中 。 通 常人 们 把 与 外 界 有 物质 和 能 量 交换 的 开放 且 远 离 平 
衡 态 的 这 种 系统 称 之 为 耗 散 系统 。 下 面 考虑 由 * 个 一 阶 微分 方程 
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i (zza 1) (i1=1,2,.…,s) (7.6.2a) 


描述 的 运动 ， 为 书写 方便 ， 上 式 我 们 也 经 常 简写 为 
全 = f(x) (7.6.2b) 


式 中 , xz = (zz ) 不 显 含 时 间 1。 
保守 系统 的 相 空 间 体 积 在 运动 中 保持 不 变 ， 因 而 不 存在 吸引 子 。 而 耗 散 系统 
则 不 同 ， 其 相 空 间 体积 在 运动 过 程 中 要 不 断 收缩 ， 最 后 趋 于 零 ， 也 就 是 说 相 空 间 
体积 元 dv = dzidzz…dzs 的 变化 率 应 满足 
s\ 9fi(x) 


1 d :1 9 dz; 
Cdv) dt (do) = 2 az dt 之 ax, < (7.6.3) 


式 (7.6.3) 也 可 以 看 作 是 耗 散 系统 的 定义 。 通 常 式 (7.6.3) 不 一 定 在 相 空间 的 
每 一 点 都 成 立 ， 只 要 3)9f;/9z; 对 相 空间 有 关 区 域 的 体积 积分 小 于 零 即 可 。 于 
是 式 7.6.3) 的 特殊 情况 可 表 为 


$s 9 . 
>») 2 = 常数 < 0 (7.6.4) 
i 9 
例如 ， 对 于 洛 伦 芯 方程 ， 由 式 (7.6.4) 可 得 
s ar. 
DE (so >0,6 >0) (7.6.5) 


式 7.6.5) 表明 ， 运 动 相 轨 线 最 后 被 吸引 到 一 个 有 限 的 相 空 间 去 ， 这 就 是 吸引 
子 。 上 面 我 们 通过 一 个 具体 实例 说 明 什 么 是 吸引 子 。 更 概括 一 些 说 ， 对 于 耗 散 系 
统 ， 相 空间 中 的 体积 在 运动 过 程 中 会 不 断 收缩 ， 不 同 的 初始 条 件 会 趋向 同一 结果 
或 少数 几 个 不 同 结果 。 耗 散 系统 相 空 间 中 这 样 的 极限 集合 称 为 吸引 子 。 
我 们 再 举 一 个 耗 散 系统 运动 微分 方程 的 例子 。 通 常 一 个 单 自由 度 非 线性 耗 散 
系统 的 运动 微分 方程 可 以 表示 为 
r+g(r,rt)+ f(x)=0 (7.6.6) 
其 中 , g(x ,xz) 满足 下 述 条 件 
g(x,X)=0  ( 当 xz=0 时 ) 
2Zg(z,z)>0 ( 当 z 关 0 时 ) 
条 件 式 〈7.6.7) 的 力学 意义 为 : 阻尼 力 恒 与 速度 方向 相反 。 运 动 微分 方程 
(7.6.6) 的 阻尼 项 g(xz,z) 满足 条 件 式 (7.6.7) 表明 ， 系 统 的 能 量 是 单调 递减 
的 ， 因 而 它 描述 的 系统 是 一 个 耗 散 系统 。 这 个 结论 可 证 明 如 下 : 若 将 方程 
(7.6.6) 中 的 各 项 乘 以 dz = zd:， 则 有 
Xrdi + g(x,r)rdt + f(x)dr = 0 


(7.6.7) 
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对 上 式 积分 ， 得 


D2 + Ux) = 大 -| s(z)2dt (7.6.8) 


式 中 
U(z) = fa)dz (7.6.9) 


为 系统 的 初 能 量 。 由 式 《7.6.7) 知 ,| g(x,)zdt 是 单 增 正 值 函 数 ， 因 而 式 


(7.6.8) 表明 ， 系 统 的 能 量 随时 间 的 增加 而 减少 。 如 果 将 式 (7.6.8) 两 端 对 时 
间 上 求 微 商 ， 并 注意 到 zg(z,z) > 0 ， 那么 上 述 结论 就 更 明显 。 事 实 上 此 时 有 
[2 + U(z)]=- g(r,2)2 <0 (7.6.10) 
这 清楚 地 表明 ， 系 统 的 能 量 为 时 间 的 单 减 函数 ， 故 方程 (7.6.6) 所 描述 的 系统 
就 是 耗 散 系统 。 

耗 散 系统 相 空 间 体 积 会 不 断 地 缩小 ， 最 后 趋 于 零 。 这 一 点 可 借助 图 7.14 直 
观 地 加 以 说 明 。 以 二 维 情形 为 例 ， 在 图 中 的 相 平面 内 取 边 长 分 别 为 Az 和 Az 的 
和 矩形， 经 dt 时 间 后 它 移动 到 新 的 位 置 ， 图 中 以 虚线 表示 。 此 和 撼 形 左右 一 对 竖 边 
横向 移动 的 速度 z 不 依赖 于 空间 坐标 zx， 故 两 者 之 间 的 间隔 (矩形 的 横 边 长 ) 
Ar 不 变 。 然 而 ， 若 下 为 耗 散 力 ， 比 如 它 与 速度 z 有 关 ， 则 和 矩形 上 下 两 横 边 移 
动 的 速度 z= 下 /m 将 不 同 ， 它 们 分 别 为 

A 人 > 


GD)ia=F{(zzt 竺 )A 


充 ad 


图 7.14 耗 散 系统 的 相 空间 体积 演化 示意 图 


两 者 之 差 是 间距 Az 的 时 间 变 化 率 


dAz _ 工 AZ ._ Ax 
dz -六 [Frz+ 等 ) F(x, )] 
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-19F(x x) 


Az 
m 9 
于 是 得 到 相 元 面积 Ar 的 时 间 变 化 率 为 
dAr_ dl Ad 
ge = gz(A7 Az)=Az dz 
= Los)ArAz 
m 9 并 


_ LaF(zZ)A， 
m 97 
以 线性 摩擦 力 为 例 ， 因 为 线性 摩擦 力 


下 = 一 Ap 
式 中 ，j 为 阻尼 系数 ， 而 下 对 zz 的 偏 微 商 
9F _ _ 
azr * 
将 上 式 代 入 式 (7.6.12) 得 
dAr_ _ 
人 二 Ar 
上 式 经 分 离 变量 可 写 为 
积分 此 式 得 


Ar= (Ar),_o'e 六 


(7.6.11) 


(7.6.12) 


(7.6.13) 


(7.6.14) 


由 此 我 们 看 到 ， 一 切 与 速度 无 关 的 力 〈 如 保守 力 、 驱 动力 等 )， 都 不 会 影响 相 元 


面积 。 显 然 ， 这 一 结论 对 于 维 数 更 高 的 相 空间 也 完全 适用 。 


7.6.2 庞 加 莱 截 面 


在 7.3 节 我 们 曾 介绍 过 通过 相 空间 的 几何 直观 方法 来 描述 动力 学 系统 的 各 种 
状态 ， 利 用 相 图 的 方法 可 以 把 复杂 运动 简化 。 但 是 对 有 些 复 杂 运 动 ， 研 究 其 相 轨 
道 时 往往 是 极其 困难 的 。 例 如 ， 有 些 倍 周期 运动 的 倍数 是 很 高 的 ， 相 轨道 看 起 来 


可 能 很 乱 ， 很 难 与 非 周期 运动 相 区 别 ， 这 时 就 可 用 庞 加 莱 截 面 的 方法 来 研究 


它 


不 仅 很 容易 区 分 周期 和 非 周期 运动 ， 而 且 也 能 清楚 地 反映 出 动力 系统 在 庞 加 某 夫 


面 上 的 相应 结构 。 


前 面 我 们 曾 考 虑 一 个 由 * 个 一 阶 微分 方程 (7.6.2a) 描述 的 运动 。 基 于 上 述 


对 有 些 复杂 运动 在 研究 相 轨 道 时 的 困难 ,代替 式 (7.6.2a)， 
法 来 研究 系统 的 运动 。 人 们 最 常用 的 是 庞 加 莱 映 象 。 在 相 空 


也 可 以 用 映 象 的 方 
间 中 取 一 适当 的 ;一 1 


维 超 平面 自然， 该 超 平 截 面 的 选取 要 有 利于 观察 系统 的 特征 和 变化 ， 如 截面 不 


能 与 相 轨 线 相 切 ， 更 不 能 包含 相 轨 线 面 等 )， 在 此 截面 上 某 一 共 罗 变 


量 如 1 和 和 
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z1 取 固 定 值 ， 通 常 称 此 超 平面 为 庞 加 莱 截 面 。 当 轨道 按 给 定 的 演化 方向 通过 庞 
加 莱 截 面 时 ， 在 截面 上 将 相应 的 交点 记录 下 来 ， 从 而 得 到 第 n +1 次 交点 zx,+1 与 
第 2 次 交点 xz, ， 它 们 之 间 应 存在 如 下 关系 

Tntl = fxn) 
上 式 为 ;一 1 个 函数 关系 。 

由 上 述 可 见 ， 这 种 方法 实质 上 是 将 动力 学 系统 问题 化 成 其 相 轨 迹 与 一 个 模 截 
面庞 加 莱 截 面 ) 的 交点 来 研究 ， 从 而 可 以 在 庞 加 莱 截 面 上 观察 到 系统 形态 随时 
间 的 演化 。 图 7.15 给 出 了 这 种 方法 的 示意 图 ， 由 图 看 出 ， 三 维 空间 的 轨 线 以 一 
定 的 演化 方向 (z<0) 与 z= 常数 的 横 截 面 S 依次 相交 于 Po，Pl1，P2，… 点 ， 
这 些 离 散 点 形成 了 一 个 庞 加 莱 映 射 


图 7.15 庞 加 莱 截 面 的 示意 图 


P+1= TP,= T(TP,_1) = TP, =…=T+LPI (7.6.15) 

这 样 ， 就 将 原动力 学 系统 所 确定 的 随时 间 的 连续 运动 转变 为 在 庞 加 莱 截 面 上 的 离 
散 映射 。 由 于 庞 加 莱 截 面 将 空间 的 维 数 (或 坐标 ) 减少 一 个 ， 其 映射 工 又 是 差 
分 方程 ， 容 易 求解 ， 且 将 必要 的 资料 量 大 大 减少 ( 即 留 在 庞 加 莱 截 面 上 的 点 与 原 
轨道 上 所 有 的 点 相 比 较 则 大 大 地 减少 了 )。 因 此 ， 庞 加 莱 截 面 法 广泛 地 应 用 于 非 
线性 动力 学 的 研究 中 。 利 用 庞 加 莱 截 面 法 ， 可 以 抛 开 相 空间 的 轨道 ， 借 助 计算 机 
画 出 与 庞 加 菜 截 面 上 的 交点 ( 称 为 庞 加 莱 点 )， 从 而 得 到 关于 运动 特性 的 信息 : 

当 庞 加 莱 截面 上 只 是 一 不 动 点 或 少数 离散 点 时 ， 运 动 是 周期 性 的 ; 

当 庞 加 莱 截 面 上 是 一 闭 曲 线 时 ， 运 动 是 准 周 期 的 ; 

当 庞 加 莱 截 面 上 是 一 些 成 片 的 密集 点 时 ， 运 动 便 是 混沌 。 

和 需要 说 明 ， 以 上 指 的 是 庞 加 莱 截 面 上 的 稳定 图 像 ， 没 有 考虑 初始 阶段 的 暂 态 
过 程 。 如 果 考 虑 暂 态 过 程 ， 稳 定 的 定 态 可 以 是 一 系列 离散 的 庞 加 莱 点 ， 最 后 才 变 
成 一 个 不 动 点 。 
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7.6.3 混沌 


一 个 耗 散 系统 的 混沌 行为 往往 可 用 一 个 一 维 映 象 表示 出 来 。 例 如 ， 洛 伦 茨 模 
型 本 来 描述 一 种 三 维 流 ， 采 用 庞 加 莱 映 象 技术 可 以 把 它 化 成 一 个 二 维 问题 。 如 果 
只 研究 庞 加 莱 映 象 不 变 曲 线 上 的 运动 ， 又 可 进一步 约 化 为 一 维 问题 。 

由 于 高 维 耗 散 系统 的 相 空间 体积 在 演化 过 程 中 不 断 收 缩 ， 其 结果 是 在 很 多 庞 
加 莱 截 面 中 观察 到 很 接近 一 维 映 象 。 有 关 高 维系 统 的 实验 观测 与 数值 计算 也 总 是 
重新 发 现 与 证 实 了 一 维 映 象 的 研究 结果 ， 从 而 可 以 认为 耗 散 系统 混沌 运动 的 基本 
特征 ， 一 般 来 说 也 都 蕴含 于 一 维 映 象 之 中 。 因 此 ， 一 维 映 象 对 于 耗 散 系 统 的 研究 
有 重要 意义 。 

一 维 映 象 的 研究 至 少 已 有 80 年 的 历史 ， 然 而 它们 的 丰富 内 容 却 是 最 近 20 多 
年 才 揭示 出 来 的 。 当 前 无 论 是 理论 上 还 是 实验 上 研究 内 在 随机 性 ， 都 把 一 维 映 象 
作为 原型 。 

根据 问题 的 需要 ， 人 们 设计 出 各 种 各 样 的 一 维 映 象 ， 它 们 以 时 间 离 散 的 方式 
反映 时 间 连 续 的 动力 系统 的 运动 。 在 各 种 一 维 映 象 中 ， 最 有 上 典型 意义 的 模型 是 逻 
辑 斯 请 映 象 (logistic map) ， 即 人 们 通常 所 说 的 : “虫口 模型 ”。 这 是 一 个 生态 学 
模型 ， 可 称 之 为 广义 动力 学 模型 。 由 于 非 线性 问题 的 研究 是 极其 困难 的 ， 直 至 目 
前 ， 尚 无 完全 系统 的 类 似 于 傅 里 叶 变换 那样 的 处 理 方法 ， 更 多 的 是 集中 于 典型 范 
例 的 研究 和 做 某 些 定量 分 析 就 不 足 为 怪 了 。 

假定 有 茶 种 昆虫 ， 在 一 个 有 限 的 环境 中 生息 繁衍 ， 每 年 夏季 成 虫 产 卵 后 全 部 
死亡 ,第 2 年 春天 每 个 虫 卵 化 成 一 只 虫子 ， 其 间 没 有 代 际 交 礁 。 设 第 ”年 的 虫 
口 数 目 为 z, ， 每 只 成 虫 平均 产 卵 a 个 ， 这 样 年 复 一 年 地 重复 下 去 ， 一 般 规律 可 
以 写成 

Xn+1 = ax (7.6.16) 
这 是 一 个 线性 差分 方程 。 容 易 求 得 

一 aa (7.6.17) 
其 中 ，zxo 是 起 始 年 度 的 虫口 数目 ， 我 们 看 到 ， 只 要 a >1， 即 只 要 每 只 虫子 平均 
产 卵 数 多 于 1 个 ， 虫 口 数 目 就 会 按 指数 上 升 ， 用 不 了 许多 年 ， 整 个 地 球 就 要 虫 满 
为 患 。 相 反 ， 如 果 a <1， 则 意味 着 虫口 数目 按 指 数 规律 减少 ， 最 终 当 n 一 oo 时 ， 
Zn~>0， 于 是 这 种 昆虫 就 会 在 若干 年 后 灭绝 。 

为 使 读者 对 叙述 中 所 用 到 的 一 些 数学 术语 易于 理解 ， 加 深 印 象 ， 对 式 
(7.6.17) 所 描述 的 模式 从 比较 数学 化 的 观点 重复 上 面 的 讨论 。xzo 是 个 任意 数 ， 
特别 是 当 zo=0 时 是 映射 中 一 个 不 动 点 ， 也 就 是 其 轨道 为 x, = zo， 且 与 了 无 
关 。 当 |al>1 时 , 式 (7.6.17) 的 x 按 指数 规律 增长 ， 当 |a|<1 时 ，x, 按 指 
数 规律 减少 ， 最 终 当 ”co 时，z0， 这 意味 着 轨道 被 引 向 不 动 点 xo =0。 我 
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们 称 这 样 的 zo 为 当 -1<a<i 时 的 吸引 子 。 很 明显 ， 不 动 点 是 稳定 的 ， 因 为 从 
略微 偏离 不 动 点 的 某 处 出 发 ， 任 何 轨道 都 会 逐渐 接近 于 它 。 对 于 |a | >1 的 情况 ， 
运动 轨道 永远 是 发 散 的 。 在 这 种 情况 下 ， 不 动 点 是 不 稳定 的 ， 称 这 样 的 点 为 排斥 
子 , 不 管 轨道 的 初始 点 如 何 接 近 排 斥 子 ， 经 过 足够 长 的 时 间 ， 轨 道 总 会 远离 。 
吸引 子 的 基本 特征 是 对 初始 条 件 不 敏感 。 从 吸引 子 附近 的 任何 初始 条 件 开 
始 ， 运 动 轨道 都 要 汇 拢 到 该 吸引 子 。 
为 了 把 这 个 模型 修正 得 更 符合 实际 一 些 ， 我 们 想 一 下 在 走向 虫 满 为 患 的 过 程 
中 会 发 生 什么 事情 。 第 一 ， 食 物 和 空间 有 限 ， 虫 子 们 为 争夺 生存 条 件 而 咬 斗 ; 其 
次 ， 虫 子 多 了 ， 传 染病 会 因为 接触 增加 而 蔓延 。 这 里 还 完全 没有 考虑 虫口 增加 有 利 
于 天 敌 繁殖 的 多 物种 竞争 问题 。 我 们 知道 ，x, 只 虫子 配对 事件 的 总 数 是 z, (zx, 一 
1) 人 人 2。 而 当 x, 仿 1 时 ， 这 基本 上 是 z。 上 面 两 类 事件 都 会 造成 减员 ， 即 对 下 一 代 
虫口 数 作出 负责 献 。 因 此， 修正 后 的 虫口 方程 是 
Zn+1= axn 一 DZ2 (7.6.18) 
这 是 一 个 非 线 性 差分 方程 ， 通 常 称 为 逻辑 斯 说 映 象 (logistic map，logistic 来 自 法 
文 logistigue， 意 为 部 队 宿营 地 )。 除 了 一 些 特殊 的 参量 值 以 外 ， 它 的 解 并 不 容易 
给 出 来 。 于 是 ， 人 们 不 得 不 靠 计 算 机 进行 数值 研究 。 这 个 模型 看 起 来 似乎 很 简 
单 ， 但 它 具 有 极其 复杂 的 动力 学 行为 。 
在 此 特别 需要 指出 ,方程 (7.6.18) 不 只 是 一 个 描述 虫口 变化 的 模型 。 它 同 
时 考虑 了 鼓励 和 抑制 两 种 因素 ， 反 映 出 “过 犹 不 及 ”的 效应 ， 具 有 更 普遍 的 意义 
和 用 途 。 
重新 定义 一 下 变量 和 参数 ， 或 者 说 ,适当 选择 坐标 ， 可 以 把 式 (7.6.18) 写 
成 其 他 等 价 形式 ， 常 见 的 标准 写法 有 
Tntl = Ara(l1 — x), AE(0,4), zn E[0,1] (7.6.18a) 


Tan+i=1l-pri, KE(0,2) zx,€E[-1,1] (7.6.18b) 


Xn+1= 4 Xx?, KE (0,2), TnE[—p,p] (7.6.18c) 

后 两 种 写法 的 参量 相同 ， 只 是 变量 区 间 不 同 。 第 一 种 写法 ， 仅 在 参量 很 小 时 与 后 
两 种 写法 有 点 细微 差别 。 

上 述 演 化 方程 如 写成 一 般 形 式 即 为 

Tntl = f(A, zn) (7.6.19) 

这 是 一 个 离散 化 的 时 间 演 化 方程 ， 是 一 个 有 限 差分 方程 ， 通 常 称 为 逻辑 斯 谤 方程 

(logistic equation) 。 其 中 了 是 一 个 非 线 性 函数 ，A 代表 一 个 或 多 个 参量 。 在 有 限 

差分 方程 中 ， 一 旦 选中 初始 条 件 zxo， 代 人 上 式 右 端 ， 即 得 其 左 端的 xz1; 再 把 zi 
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作为 新 的 变量 代入 右 端 ， 计 算 又 得 左 端 的 zz; 如 此 等 等 ,重复 上 过 程 


Z1 = f(A,x0) 
2 三 ma| (7.6.20) 
2Z3 = FA,Z2) 
得 出 一 条 轨道 
T0，Z1，XZ2，3， iT (7.6.21) 
其 中 ， 每 个 zx; 是 一 个 轨道 点 。 由 xz, 值 确定 zx, ,1 
x 值 的 过 程 叫做 迭代 。 所 以 式 (7.6.19) 就 是 一 种 选 


< 代 方 程 。 有 限 差分 方程 的 迭代 可 用 图 示 方 法 或 数值 
所 2 放 守 米 进行 。 图 7.16 就 是 这 种 选 代 过 程 的 图 示 ， 
其 中 的 抛物 线 代表 式 (7.6.19) 右 端的 迭代 函数 。 
为 了 把 每 一 次 迭代 过 程 的 结果 变 成 下 一 次 的 输入 
量 ， 可 以 在 图 中 作 zx, 轴 与 x ;1 轴 的 角 平 分 线 ， 显 
0 02 04 06 08 为 1 然 该 角 平分 线 代 表 Tn+l1 ~ Th 的 关系 。 所 以 ， 通常 
称 该 角 平分 线 为 恒 等 线 。 下 面 我 们 用 迭代 方法 具体 
图 7.16 选 代 计算 映射 (7.6.18a) 。 先 给 定 控制 参数 4 值 ， 例 如 
4=3.0， 再 给 定 初 值 ro， 例如 zo= 0.2。 第 一 步 
从 横 坐 标 zo= 0.2 处 作 横 轴 的 垂 线 与 抛物 线 相 交 。 这 点 的 纵 坐标 高 度 即 为 zi。 
第 二 步 从 此 点 作 水 平 线 与 对 角 线 相交 ， 此 交点 的 横 坐 标 即 为 xj。 第 三 步 再 由 此 
点 又 作 竖 直线 ， 得 到 与 抛物 线 相交 的 高 度 为 cx。 再 将 x 移植 到 对 角 线 上 ， 找 到 
横 坐标 xz。 再 从 这 里 作 横 轴 垂 线 与 抛物 线 相交 得 +3。 如 此 重复 这 一 过 程 ， 得 到 
z (=1，2，3，…) 序列 。 熟 悉 了 图 解 方法 之 后 ， 可 以 只 在 恒 等 线 与 映射 函数 
之 间 不 断 作 直 线 实现 迭代 。 
当然 我 们 主要 关心 的 还 是 轨道 式 (7.6.21) 的 长 时 间 行为 ， 即 迭代 次 数 i 超 
过 某 个 足够 大 的 s 以后， 极限 集 合 {z;j} 咏 ,表现 出 的 那些 稳 恒 行 为 。 下 面 仅 就 几 
种 重要 的 可 能 性 进行 简单 的 讨论 。 
1. 不 动 点 
从 菜 次 迭代 开始 ， 所 有 的 z; 都 不 再 变化 
Xi=X ， Vj; 之 s (7.6.22) 
逻辑 记号 “VY ” 读 作 “对 于 所 有 ”，“V ;” 读 作对 于 所 有 的 i，zx* 称 为 映射 式 
(7.6.20) 的 不 动 点 。 一 个 映射 的 不 动 点 就 是 第 ; 次 迭代 的 数值 与 第 ; + 1 次 迭代 
值 相同 的 数值 ， 它 不 再 因 继 续 和 迭代 而 发 生变 化 。 对 于 平方 映射 式 (7.6.18a)， 按 
不 动 点 的 定义 有 
Ti = Axi(l — zi) 
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xi(A — Azx; — 1) 一 0 


0 
oa (7.6.23) ! 
A 
这 里 ，z; = 0 与 zi = 人 二 即 为 其 不 动 点 。 加 
用 作 图 的 方法 同样 可 以 得 到 平方 映射 式 03 
(7.6.18a) 的 两 个 不 动 点 ， 如 图 7.17 (a) 所 示 ， 
它们 是 抛物 线 与 恒 等 线 的 两 个 交点 A 和 B。 抛 物 J 
4 


线 的 高 度 与 4 值 有 关 ， 最 大 高 度 在 x, = 才 处 ， 且 


等 于 入。 如 果 控 制 参数 4 较 小 4 过 1)， 抛 物 线 
的 高 度 较 低 ， 它 与 恒 等 线 只 有 一 个 交点 ， 即 原点 
A。 在 这 种 情况 下 ， 不 论 初 值 如 何 ， 迁 代 最 终 趋 
于 原点 ， 原 点 是 唯一 的 不 动 点 。 

图 7.17 (b) 是 =0.8 时 的 情况 ， 从 起 始 值 
为 zo=0.5 开始 ， 迁 代 结果 终 值 走 到 了 坐标 原点 
Za+l 一 0。 

由 式 (7.6.23) 可 知 ， 当 4 >1 时 平方 映射 (b) 
就 会 出 现 第 二 个 不 动 点 ， 它 是 非 零 的 不 动 点 。 从 
生态 学 的 观点 看 ， 非 零 的 不 动 点 意味 着 某 类 种 群 
有 某 个 稳定 的 生存 数量 。 但 对 于 不 同 的 4 值 ， 迁 
代 走 向 这 个 不 动 点 的 过 程 有 所 不 同 。 当 4 较 小 
时 ， 渤 代 是 单调 地 增长 趋向 不 动 点 ,图 7.17 (c) 
所 示 的 4 值 为 2.1 就 属于 这 种 情况 。 从 图 中 可 以 
看 到 ， 虽然 起 始 值 很 小 ，zxo = 0.2， 但 每 次 迭代 
使 nm， 增加 ， 这 是 一 个 指数 增长 并 最 终 稳定 的 过 “” "0509 
程 。 

图 7.18 还 给 出 了 4 = 0.28 时 xz, +1 随 迄 代 次 图 7.17 不 动 点 
数 ”走向 不 动 点 的 过 程 。 可 见 ， 当 4 值 增 大 时 ， 
迭代 先 出 现 振荡 起 伏 ， 然 后 逐步 稳定 在 某 个 数值 。 
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图 7.18 4=2.8 时 迭代 振 葛 地 趋向 一 个 不 动 点 


2. 周期 轨道 

当 平方 映射 式 (7.6.18a) 的 控制 参数 * 值 从 4 =2.8 继续 增 大 时 ， 迭 代 出 现 
的 振荡 起 伏 将 一 直 维 持 下 去 ， 这 种 情况 称 为 周期 解 。 图 7.19 (a) 就 是 值 为 
3.1 时 的 迭代 情况 ， 取 起 始 zo=0.2， 可 见 和 迭代 的 终 值 xz, ; | 在 一 大 一 小 的 两 个 定 
值 之 间 往 复 跳跃 ， 称 为 周期 2 轨道 运动 。 这 就 是 生态 学 中 所 谓 “ 大 年 ”和 “小 
年 ”隔年 交替 轮换 现象 。 

当 4 值 进 一 步 增 大 时 ， 和 迭代 出 现 的 振荡 起 伏 更 为 复杂 ， 计 算 表 明 ， 当 ，) 值 
增 大 到 3.5 以 上 时 ， 适 代 的 终 值 上 下 起 伏 ， 每 隔 4 次 出 现 重复 ， 称 为 周期 4 轨道 
运动 。 图 7.19 (b) 就 是 4=3.52 时 的 zj 41 和 迁 代 次 数 ”的 变化 曲线 ， 仍 取 超 
始 值 为 zo = 0.2。 由 图 可 见 ， 在 经 过 开始 若干 次 的 过 渡 过 程 之 后 ， 和 迭代 终 值 
Xxn+1 就 进入 了 每 隔 4 次 重复 的 周期 4 轨道 运动 。 


0 2 4 6 8 10 12 13 
n 


(a) 和 =3.1 时 出 现 周期 2 轨道 运动 (b) 和 =3.52 时 出 现 周期 4 轨道 运动 
图 7.19 周期 轨道 运动 


综 上 述 可见 ， 从 某 次 迭代 开始 ，z; 进入 有 限 数值 循环 重复 状态 ， 即 在 迭代 
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相同 的 情况 ， 称 为 周期 P 轨道 。 虽 然 ， 不 动 点 是 P=1 的 特例 ， 因 此 常 称 不 动 点 
为 周期 1 轨道 ， 而 上 述 的 4=3.1 与 4=3.52 时 的 迭代 ， 则 分 别 是 P=2 的 周期 
2 轨道 与 P=4 的 周期 4 轨道 。 随 着 4 值 的 增加 ， 还 会 出 现 周 期 数 更 大 的 轨道 。 
平方 映射 的 轨道 周期 随 4 值 的 增加 而 一 次 次 成 倍加 长 的 现象 称 为 倍 周期 分 贫 。 
图 7.20 给 出 了 倍 周 期 分 岔 的 相 图 。 


周期 1 周期 2 周期 4 


图 7.20 倍 周期 分 贫 的 相 图 


3. 准 周期 轨道 

轨道 点 xz; 永 不 重复 ， 永 不 进入 任何 周期 状态 。 这 里 还 包含 各 种 不 同 的 可 能 
性 ， 其 中 有 一 种 人 们 较为 关注 ， 这 就 是 所 谓 准 周期 轨道 。 若 盯 住 一 个 点 zs， 每 
选 代 一 定 次 数 ， 轨 道 点 就 回 到 zx 附近 来 ; 如 果 要 求 轨 道 点 更 靠近 立 ， 就 必须 先 
代 多 次 。 然 而 ， 任 何 轨道 点 都 不 准确 重复 zs 的 数值 。 这 种 情形 称 为 准 周期 轨道 。 
准 周期 轨道 可 以 用 足够 长 的 周期 轨道 来 足够 好 的 逼近 。 实 质 上 ， 准 周期 轨道 就 可 


以 看 作 无 限 长 的 周期 轨道 。 
4. 随机 轨道 
与 以 上 三 类 不 同 ， 所 有 轨道 点 随机 地 取 值 。 这 种 情形 称 为 随机 轨道 。 
5. 混沌 轨道 


还 有 一 种 可 能 的 性 态 是 : 轨道 点 好 像 是 随机 地 取 值 。 取 出 有 限 长 的 一 段 轨道 
进行 精度 有 限 的 观察 时 ， 又 会 发 现 其 中 有 某 些 近 似 的 重复 图 式 或 “结构 ”"。 如 果 
把 这 些 近 似 的 重复 图 式 作为 考察 的 单位 ， 则 它们 在 整个 轨道 中 出 现 的 方式 又 是 随 
机 的 ， 这 是 一 种 混沌 轨道 。 如 图 7.21 所 示 。 

我 们 可 以 利用 个 人 计算 机 做 一 个 实验 ， 用 数值 计算 和 绘图 的 方法 研究 抛物 线 
映射 式 (7.6.18a) 进一步 看 看 在 4 = 3 时 ， 会 发 生 什么 事情 。 我 们 在 开 区 间 
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图 7.21 混沌 


《0，1) 中 随机 地 取 一 个 数 作为 ze 的 初 值 。 为 了 不 画 过 渡 过 程 ， 舍 去 最 初 的 部 分 
迭代 值 ( 例 如 100 个 )， 然 后 再 开始 绘制 z, 的 轨迹 。 究 竟 给 多 少 个 zx, 值 自然 要 
依赖 于 绘图 设备 的 精度 ， 通 常 对 于 每 一 个 4 值 ， 绘 200 一 300 个 点 ， 可 以 得 出 比 
较 好 的 图 形 。 为 了 得 到 更 高 的 分 辨 率 和 反映 较 精 细 的 结构 ， 还 可 以 取 更 多 的 点 。 
慢 慢 地 增加 4 值 ， 会 出 现 如 图 7.22 所 示 的 图 形 。 在 = 3 处 ， 表 示 稳 定 的 周期 1 
的 单线 开始 一 分 为 二 ， 称 其 为 音叉 分 岔 或 倍 周期 分 岔 。 在 4=3.4495 处 ， 周 期 2 
轨道 还 可 以 再 分 岔 为 周期 4 轨道 。 接 着 在 4 = 3.5441 处 由 周期 4 分 岔 为 周期 8。 
这 种 连续 分 岔 的 情况 是 图 7.22 所 示 的 逻辑 斯 说 映射 的 重要 特点 之 一 。 

由 于 分 辩 率 的 问题 我们 看 不 清 图 的 许多 细节 。 但 我 们 可 以 肯定 如 下 的 事实 ; 
大 量 的 周期 分 贫 出 现在 越 来 越 短 的 间隔 里 。 经 过 几 次 分 贫 ， 周 期 长 度 成 为 2"。 因 
此 ， 经 过 大 量 的 分 支 后 周期 变 得 无 限 长 ， 即 不 再 存在 周期 性 。 此 时 系统 的 吸引 子 成 
为 非 周期 的 ， 即 混沌 的 。 出 现 这 种 现象 的 点 〈)。 ) 称 为 倍 周期 序列 的 累加 点 。 

4 的 区 间 里 迁 代 值 序 表现 周期 的 时 候 叫 窗口 。 对 一 切 非 偶 的 周期 由 3 到 无 穷 大 
都 有 窗口 。 但 在 我 们 的 图 中 由 于 分 辩 率 的 关系 ， 这 里 大 于 5 的 窗口 已 看 不 清楚 了 ， 
因为 它 太 罕 了 。 

假定 用 4, 代表 周期 2* 轨道 的 分 支点 ， 则 可 以 有 比值 

3= lim (Pi ) (7.6.24a) 


9=4669201609… ， 称 为 费 根 鲍 姆 普 适 常数 。 它 与 系统 本 身 的 具体 结构 的 细节 无 
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图 7.22 逻辑 斯 说 映射 


关 ， 和 迭代 过 程 所 呈现 的 特征 是 相同 的 。 如 果 我 们 用 A, 表示 4, -4,_1， 则 上 式 又 
可 写 为 


5= limA (7.6.24b) 
7 co 人 7 十 1 


可 见 费 根 鲍 姆 常数 $ 的 意义 就 是 A, 参数 直 奔 倍 周期 累加 点 处 的 收敛 率 。 费 根 鲍 
姆 普 适 常数 的 发 现 改变 了 过 去 人 们 普遍 认为 非 线 性 问题 没有 普 适 规律 ， 只 能 个 别 
问题 个 别处 理 的 看 法 。 大 大 推进 了 非 线 性 科学 研究 。 

当 4>>4。% 时 ,我 们 说 存在 着 混沌 映射 它 有 三 个 明显 的 特征 : 对 于 初始 
条 件 具 有 敏感 的 依赖 性 ; @ 它 是 非 周期 的 ; @ 存 在 着 奇异 吸引 子 。 

第 一 个 特征 值得 我 们 在 这 里 着 重 一 提 ， 它 意味 着 ， 混 沌 是 不 可 预测 的 。 在 初 
始 状 态 ， 两 个 相互 接近 的 轨道 会 随 着 时 间 的 推移 ， 越 来 越 分 开 。 因 为 混沌 是 非 周 
期 的 ， 所 以 它 不 能 被 细 分 或 不 能 被 分 解 为 两 个 互 不 影响 的 子 系统 。 然 而 在 混沌 性 
态 中 ， 毕 竞 存在 着 有 规律 的 成 分 ， 即 奇异 吸引 子 。 我 们 把 参数 区 间 4 三 4 过 4 称 
为 混沌 区 域 ,但 并 不 意味 着 在 这 个 区 域 仅 存在 混沌 轨道 。 事实 上 ， 还 存在 着 很 多 
窗口 ， 窗 口内 有 一 些 周期 吸引 子 。 

奇异 吸引 子 ， 也 称奇 怪 吸 引子 或 混沌 吸引 子 ， 至 今 还 无 普遍 承认 的 定义 。 奇 
异 吸引 子 是 一 种 整体 稳定 、 局 部 不 稳定 的 状态 。 现 在 我 们 再 回 到 本 节 开 始 的 洛 伦 
茨 方程 。 其 中 选 y*= 28， 该 参数 的 选 值 恰好 处 在 非 定常 对 流 将 要 开始 的 地 方 ; 其 
余 的 参数 选取 如 前 : c=10，6b =8/3。 于 是 式 (7.6.1) 现在 变 为 
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z=—10 (zx—y) 
y= -zz +287—y (7.6.25) 
二 = 一 
求解 这 种 非 线性 方程 ， 除 进行 数值 计算 外 ， 别 无 选择 。 它 得 到 的 吸引 子 是 三 维 
的 。 图 7.23 给 出 了 数值 计算 所 得 的 图 。 其 中 图 (a) 为 y>= 28，0 = 3，o=10 
的 情况 ， 即 方程 (7.6.25) 计算 所 得 到 的 轨道 。 该 图 所 示 只 是 在 zz 平面 的 投 
影 ， 曲 线 并 不 是 封闭 的 。 而 图 (b) 则 为 y=40 的 图 ， 即 由 下 述 方程 进行 数值 计 
算 所 得 的 图 
z=—10 (x-y) 
y= "at (7.6.26) 
2=xy ae 
我 们 清楚 地 看 到 ， 所 得 到 的 图 总 体 由 两 个 环 套 组 成 ， 好 像 蝴蝶 的 两 个 翅膀 。 
每 一 环 套 都 有 靠 得 很 近 的 无 穷 多 层 ， 每 层 上 都 细密 地 排列 着 无 穷 多 回 线 。 代 表 系 
统 的 相 点 在 这 一 环 套 上 转 几 圈 后 ， 又 到 那 一 个 环 套 上 转 几 圈 ， 根 本 无 法 预料 它 什 
么 时 候 从 一 个 环 套 过 渡 到 另 一 个 环 套 。 


(a) (b) 


图 7.23 洛 伦 茨 吸引 子 


在 此 我 们 简单 回顾 一 下 洛 伦 茨 发 现 混沌 的 历程 。 

一 日 ， 洛 伦 茨 在 计算 过 程 中 已 得 到 了 大 气 方程 的 一 个 解 ， 他 想 知 道 该 解 的 长 
期 行为 。 那 时 候 他 所 使 用 的 计算 机 速度 既 慢 又 笨拙 ， 为 了 避免 再 等 上 几 个 小 时 ， 
他 不 再 从 头 算 起 ， 而 是 把 记录 下 来 的 中 间 数 据 当 作 初 始 值 输入 ， 洛 伦 茨 原来 指望 
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计算 机 会 重复 给 出 上 次 计算 的 后 半 段 结果 ， 然 后 接 下 去 算 新 的 。 然 而 却 没有 料 
到 ， 经 过 一 段 重复 过 程 后 ， 计 算 就 逐渐 偏离 了 上 次 的 结果 ， 如 图 7.24 所 示 。 在 
确定 了 计算 机 没有 发 生 故 障 以 后 ， 洛 伦 茨 很 快意 识 到 问题 出 在 他 输入 的 数据 上 ， 
他 当时 计算 机 的 存储 器 中 ， 每 个 数 保持 6 位 10 进 制 ， 例 如 0.506127。 输 出 时 为 
了 节约 空间 ， 只 打印 3 位 : 0.506。 洛 伦 茨 输入 的 是 这 些 较 短 的 经 过 四 舍 五 人 的 
数字 ， 他 假定 1/1000 的 误差 不 会 有 什么 影响 。 这 是 个 合理 的 假定 。 如 果 气 象 卫 
星 能 以 1Z1000 的 精确 度 测 定 洋 面 的 温度 ， 操 作 人 员 就 会 认为 运气 不 错 了 。 在 他 
第 二 次 输入 时 使 用 的 是 打印 出 的 数字 ， 当 时 认为 只 有 千 分 之 几 的 误差 ， 想 必 关 系 
不 大 ， 而 按 传统 的 思维 方式 看 待 时 ， 确 实 也 可 以 这 样 做 。 但 是 结果 却 是 未 曾 料想 
到 的 。 洛 伦 茨 从 中 意识 到 他 的 那 一 些 方程 ， 并 不 具有 传统 数学 中 可 以 想像 到 的 那 
些 行为 ， 而 是 对 于 初 值 具 有 高 度 的 敏感 性 。 于 是 ， 他 为 上 述 现象 到了 一 个 名 字 ， 
称 为 蝴蝶 效应 。 这 个 名 称 源 于 洛 伦 茨 一 次 演讲 ， 为 了 生动 地 解释 对 初 值 的 敏感 
性 ， 他 说 在 巴西 有 一 只 蝴蝶 扇 动 翅膀 ， 有 可 能 在 美国 得 克 萨 斯 州 掀起 一 场 龙 卷 
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这 个 问题 明显 地 跟 我 们 预报 天 气 的 能 力 有 关 。 既 然 我 们 不 可 能 确切 地 知道 有 
多 少 蝴 蝶 ， 也 不 知道 它们 在 哪儿 ， 更 不 可 能 知道 哪些 蝴蝶 何 时 拍打 它们 的 翅膀 ， 
所 以 ， 即 使 我 们 对 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 我 们 也 不 可 能 对 足够 长 的 未 来 准确 地 预 
测 龙 卷 风 的 产生 。 

实际 上 ， 在 耗 散 系统 中 标志 着 混沌 运动 全 局 特征 的 ， 正 是 上 面 提 及 的 奇异 吸 
引子 。 作 为 整体 ， 它 确 是 与 初始 条 件 无 关 的， 就 这 一 点 而 言 ， 耗 散 系统 中 的 内 在 
随机 性 与 真 随机 系统 中 的 不 可 预测 性 是 完全 不 同 的 。 

洛 伦 区 吸引 子 具有 相当 简单 的 折 羡 结构， 特点 是 两 片 具有 球 对 称 性 。 勒 斯 勒 
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图 7.24 两 组 数值 是 如 何 分 道 扬 镰 的 
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尔 (O.E.R6ssler) 指出 ， 还 可 以 用 两 种 完全 
不 同 的 方法 从 洛 伦 茨 吸 引子 得 出 更 简单 、 非 
对 称 的 吸引 子 结构 。 一 是 研究 洛 伦 茨 方程 中 
的 y 值 远 远大 于 28 时 的 情况 ， 二 是 重新 构 
造 洛 伦 茨 吸引 子 的 折 友 过 程 。 这 两 种 方法 都 
可 得 到 同一 拓扑 结构 ， 于 是 他 提出 了 如 下 的 


方程 组 
r= (yp) 
y=7x+ay | (7263:27) 


z=b+(r—c)z 
这 也 是 三 个 变量 的 常 微分 方程 动力 系统 。 式 
(7.6.27) 中 仅 第 三 式 含 非 线 性 项 ，a，2，c 
为 参数 ， 所 得 的 吸引 子 称 为 勒 斯 勒 尔 吸 引子 ， 


图 7.25 勒 斯 勒 尔 吸 引子 


如 图 7.25 所 示 。 


7.7 奇异 吸引 子 的 刻画 


前 面 我 们 介绍 了 混沌 产生 的 原因 、 模 型 以 及 著名 的 洛 伦 茨 吸引 子 。 本 节 说 明 
混沌 的 定量 表征 。 

对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 是 一 切 混 沌 系统 的 必然 具备 的 性 质 。 这 个 性 质 可 以 
定量 化 ， 用 以 测量 系统 混沌 程度 的 这 个 值 就 是 李 雅 普 诺 夫 指 数 。 

我 们 简略 地 回顾 一 下 典型 的 奇异 吸引 子 的 产生 过 程 。 在 耗 散 系统 中 ， 当 连续 
流 在 收缩 体积 时 ， 一 方面 沿 某 些 方向 压缩 ， 另 一 方向 又 沿 其 他 方向 延伸 ， 由 于 流 
保持 在 一 个 有 界 区 域内 ， 因 而 体积 在 收缩 的 同时 进行 折 又 ， 从 而 产生 吸引 子 。 这 
种 伸缩 和 折 芭 过 程 使 运动 轨道 在 奇异 吸引 子 上 产生 混沌 运动 。 奇 异 吸 引子 具有 不 
规则 的 、 非 周期 性 、 错 综 复杂 的 、 自 相似 结构 的 特性 。 当 观察 奇异 吸引 子 的 复杂 
图 形 时 ， 人 们 发 现 ， 它 们 不 能 用 传统 的 数学 方法 描述 ， 而 是 分 形 和 分 维 。 由 上 述 
可 见 ， 刻 画 奇异 吸引 子 的 主要 手段 是 李 雅 普 诺 夫 指数 和 分 形 维 数 。 下 面 分 别 做 简 
要 介绍 。 


7.7.1 李 维 普 诺 夫 指数 


利用 李 雅 普 诺 夫 指数 可 以 定量 地 表示 映 象 中 相 邻 点 相互 分 离 的 快慢 或 奇异 吸 
引子 中 轨道 分 离 的 快慢 (轨道 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 ) 。 
为 简单 计 ， 我 们 仍然 只 讨论 一 维 情形 。 在 一 维 离散 映 象 
HE (ma) (7,731) 
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中 ， 初 始 两 点 是 互相 分 离 (图 7.26 中 的 Azl) 还 是 靠拢 (图 7.26 中 的 Azz) 由 
下 式 表 示 

| of | >1 。 映 象 使 两 点 分 离 
一 (7.7.2) 
<1 映 象 使 两 点 靠拢 


A 


ET 


: Ee Ax, x 
图 7.26 初始 两 点 互相 分 离 或 靠拢 示意 图 


但 是 ， 在 不 断 的 迭代 过 程 中 |dfvdzl 的 值 会 随时 变化 。 为 了 表示 从 整体 看 相 
邻 两 状态 分 离 的 情况 ， 必 须 对 时 间 (或 迭代 次 数 ) 取 平 均 。 为 此 ， 设 平均 每 次 迭 
代 所 引起 的 指数 分 离 中 的 指数 为 =， 迭代 所 引起 的 分 离 示意 图 如 图 7.26 所 示 。 
可 见 经 n 次 迭代 后 ， 原 来 距离 为 e 的 两 点 现在 变 为 
eew (x)=|f" (rote) -f/f” (zo0) | (7.7.3) 
当 取 极限 e 一 0 时 ，n- 一 co ， 上 式 变 为 
f"(xzot+e)— f"(xo0) 


€ 


o(x0)= lim lim 工 n 
n>% er0 NH 


= lim ln MS (7.7.4) 
实际 上 ， 上 式 与 初始 点 无 关 。 由 于 
df”" (zx) _ 六 df(z) 
a = | a (7.7.5) 


三 工 ， 
i 


利用 式 (7.7.5) 把 式 (7.7.4) 写成 如 下 的 形式 
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(7.7.6) 
式 (7.7.6) 中 的 a 即 称 为 李 雅 普 诺 夫 指 数 ， 它 表示 在 多 次 迭代 中 平均 每 次 迭代 
所 引起 的 指数 分 离 中 的 指数 。 逻 辑 斯 谤 映 象 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 如 图 7.27 所 示 。 


图 7.27 逻辑 斯 谤 映 象 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 


由 式 《7.7.4) 可 知 ， 当 c<0 时 ， 相 邻 点 终归 要 靠拢 合并 成 一 点 ， 这 种 情 


况 对 应 于 不 动 点 或 周期 运动 ; 反之 ，o >0 时 ， 表 示 相 邻 点 最 后 要 分 开 ， 因 此 它 
对 应 于 混沌 运动 。 
7.7.2 分 维 


维 数 是 几何 对 象 的 一 个 重要 特征 量 。 何 谓 维 数 ? 从 传统 的 观点 看 ， 维 数 是 确 
定 几 何 对 象 中 一 点 位 置 所 需要 的 坐标 数 ， 或 者 说 独立 变量 的 数目 。 这 样 ， 我 们 说 
点 是 0 维 ， 直 线 是 1 维 ， 平 面 是 2 维 ， 空间 是 3 维 。 科 学 上 有 时 根据 问题 的 需 
要 ， 经 常 推 广 到 大 于 3 的 几 维 空间 。 在 这 种 推广 中 ， 我 们 总 是 把 维 看 成 非 负 的 整 
数 。 实 际 上 ， 在 处 理 质点 运动 时 ， 把 坐标 和 动量 看 作 独 立 变 数 ， 把 N 个 粒子 的 
系统 看 作 6N 维 相 空间 中 一 个 点 的 运动 是 力学 的 基础 。 由 此 可 见 ， 把 维 数 作为 自 
由 度 的 设想 是 非常 自然 的 ， 上 述 这 种 认识 定义 的 维 数 通常 称 为 经 典 维 数 。 经 典 维 
数 是 建立 在 欧 几 里 得 几何 之 上 的 ， 因 而 也 称 为 欧 几 里 得 维 数 。 

然而 经 典 维 数 有 很 大 的 局 限 性 ， 即 它 必须 是 整数 。 由 于 这 个 维 数 是 独立 坐标 
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数 ， 而 坐标 数 必定 是 整数 ， 像 上 面 所 举 的 几何 直线 (或 弧 线 )、 平 面 (或 球面 )、 立 
体 立方体 或 球体 ) 都 是 一 些 规整 而 又 完全 光滑 的 研究 对 象 ， 用 经 典 维 数 足以 研 
究 。 但 是 自然 界 中 更 多 的 是 一 些 极 不 规则 不 光滑 的 研究 对 象 ， 若 还 利用 经 典 维 数 来 
研究 ， 就 会 感到 力不从心 。 比 如 ， 即 使 原来 的 微分 方程 连续 地 依赖 于 参数 ， 奇 异 吸 
引子 的 结构 也 不 是 连续 地 随 参 数 变 化 ， 而 是 形成 有 一 些 空 阶 或 空洞 的 自 相 似 结构 。 
事实 上 ， 在 有 限 的 相 空间 中 确实 存在 着 这 样 一 条 轨道 ， 它 既 不 自我 重复 ， 又 不 自我 
相交 ， 还 要 产生 一 切 节律 ， 显 然 这 条 轨道 必须 是 在 有 限 体 积 中 的 一 条 无 限 长 的 线 ， 
也 就 是 说 ， 它 是 一 个 奇异 吸引 子 。 对 于 传统 的 欧 儿 里 得 几何 学 ， 这 是 一 道 难 题 。 为 
了 突破 这 种 局 限 性 ， 需 要 对 物体 和 几何 图 形 的 维 数 的 概念 进行 扩展 。 

为 了 扩展 维 数 这 一 概念 ， 我 们 先 从 拓扑 学 一 些 基 本 概念 开始 。 拓 扑 学 是 数学 
的 一 个 分 支 学 科 ， 它 是 研究 几何 图 形 在 一 一 对 应 的 双方 连续 变换 下 不 变 的 性 质 ， 
这 种 性 质 称 为 拓扑 性 质 。 例 如 ， 画 在 橡皮 膜 上 的 图 形 ， 当 橡皮 膜 受 到 如 拉 伸 、 压 
缩 、 扭 曲 之 类 的 形变 ， 但 不 破裂 或 折 释 时， 图 形 的 某 些 性 质保 持 不 变 。 如 曲线 的 
封闭 性 、 两 曲线 的 相交 性 等 性 质 均 无 变化 ， 此 即 拓扑 变换 下 的 不 变性 。 例 如 ， 对 
于 任何 海岛 的 海岸 线 ， 在 拓扑 上 同样 都 等 价 于 一 个 圆 ， 其 拓扑 维 等 于 1。 换 言 
之 ， 即 使 每 个 海岛 的 海岸 线 具有 各 种 复杂 形式 ， 但 在 拓扑 学 上 等 价 了 一 个 圆 ， 都 
有 相同 的 拓扑 维 。 对 于 更 抽象 更 复杂 的 客体 ， 只 要 每 个 局 部 可 以 和 欧 氏 空间 对 
应 ， 即 使 把 这 样 的 客体 连续 地 拉 伸 、 压 缩 、 扭 由， 其 维 数 也 不 会 改变 ， 这 就 是 拓 
扑 维 4.。 

测度 就 是 对 儿 何 形体 的 测量 。 通 俗 地 说 ， 把 长 度 和 面积 一 般 化 的 概念 ， 我 们 
称 其 为 测度 DO。 既 然 是 测量 ， 自 然 可 以 有 不 同 的 方法 ， 而 不 同 的 方法 便 产生 了 不 
同 的 测度 观 。 传 统 的 测度 观 ， 称 为 勒 贝 格 测度 ， 它 是 以 笛 卡 儿 坐标 系 中 各 个 坐标 
的 笛 卡 儿 集合 为 覆盖 单元 ， 将 几何 对 象 履 盖 后 取 下 确 界 而 得 ， 所 得 到 的 维 数 就 是 
传统 的 整数 维 数 。 它 是 建立 在 欧 几 里 得 几何 基础 上 ， 称 其 为 欧 几 里 得 维 数 ， 也 就 
是 我 们 前 边 所 说 的 经 典 维 数 。 另 一 种 测度 ， 称 为 豪 斯 多 夫 测度 ， 它 是 将 一 抽象 集 
合作 为 覆盖 单元 ， 而 这 集合 的 直径 的 局 次 方 之 和 取 下 确 界 便 是 所 测 几 何 客体 的 
测度 ， 这 里 D 就 是 几何 客体 的 维 数 。 显 然 DD 不 必 一 定 是 整数 ， 而 是 一 个 实数 ， 
对 于 整 规 儿 何 客体 来 说 ， 它 等 于 欧 几 里 得 维 数 ， 对 于 非 整 规 几 何 客体 ， 比 如 对 于 
我 们 所 讨论 的 混沌 吸引 子 ， 其 维 可 以 是 分 数 ， 也 就 是 分 维 。 

上 面 的 叙述 尽管 没有 用 到 严格 的 数学 公式 ,但 还 是 显得 过 于 抽象 。 我 们 通过 
简单 的 例子 直观 地 了 予以 说 明 。 

测量 一 个 维 数 为 D 的 物体 的 大 小 所 得 的 数值 M 与 测量 所 用 的 长 度 单位 s 有 


@ 关于 测度 的 确切 定义 及 其 有 关 概 念 可 参阅 董 连 科 编 著 的 《分 形 理论 及 其 应 用 》， 辽 宁 科 学 技术 出 
版 社 ，1991。 
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关 ， 此 关系 可 以 表示 为 
M(e) 证 | 
如 通常 计算 线 长 (D= 1)， 面 积 (D = 2) 和 体积 (D = 3) 的 数值 时 ，M(e ) 的 
确 分 别 与 十 ， 古 和 十 成 正比 。 把 上 式 写成 等 式 就 是 
M(e) = 芒 (7.7.7) 
式 中 ,常数 V 是 e= 工时 测量 物体 大 小 所 得 的 数值 。 当 把 一 几何 体 (或 集合 ) 的 
线 度 放大 ! 倍 ， 此 时 该 几何 体 的 大 小 《或 称 广义 体积 ， 包 括 通常 所 说 的 长 度 、 面 


积 、 体 积 以 至 高 维 体积 ) 将 放大 到 售 ， 则 
M_. Vv _V 


k (le)PD 7PeD 


考虑 到 式 (7.7.7) 得 
k= 1P 
对 上 式 两 边 取 对 数 即 得 关于 维 数 DD 的 一 种 新 定义 式 


_lnk 
ln/ 


实际 上 ， 也 可 以 用 式 (7.7.7) 直接 定义 维 数 。 对 该 式 取 对 数 得 
_lnM-lnV 
1 
m( 二 ) 


当 e>0 时，M->oo， 得 到 关于 维 数 DD 的 另 一 种 定义 式 


D (7.7.8) 


D 


(7.7.9) 


上 式 和 定义 的 维 数 称 为 容量 维 。 它 是 首先 由 著名 数学 大 师 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定义 的 ， 所 
以 又 称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 容量 维 。 优 点 是 易于 从 数据 中 测量 ， 因 此 在 实际 中 特别 有 
用 。 如 果 把 M (e) 理解 为 豪 斯 多 夫 测 度 意义 下 覆盖 的 个 数 ， 上 式 就 是 带 斯 多 夫 
维 。 容 量 维 是 豪 斯 多 夫 维 的 简化 ， 所 以 有 人 把 容量 维 亦 称 为 豪 斯 多 夫 维 ， 忽 略 其 
间 的 差别 。 对 于 上 典型 的 吸引 子 人 们 认为 豪 斯 多 夫 维 和 容量 维 有 相同 的 值 (但 直到 
现在 这 一 推测 的 正确 性 并 未 得 到 数学 上 的 证 明 )。 

式 (7.7.7)、(7.7.8) 和 (7.7.9) 都 可 以 看 作 是 推广 了 的 维 数 定义 。 式 
(7.7.9) 应 用 到 普通 的 几何 体 ， 算 得 的 维 数 自然 都 是 整数 。 但 对 一 些 具有 无 穷 层 
次 的 自 相 似 结 构 ， 其 计算 结果 将 给 出 非 整数 维 。 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 举 个 非常 
简单 而 又 著名 的 康 托 尔 集合 作为 例子 。 

取 一 直线 段 (0，1)， 把 它 分 为 三 等 份 ， 然 后 去 掉 中 间 一 段 ， 对 留 下 的 每 一 
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线段 又 再 三 等 分 并 各 自 去 掉 中 间 的 一 段 。 如 此 不 断 做 下 去 ， 留 下 的 所 有 线段 就 构 
成 所 谓 康 托 尔 集合 ， 俗 称 康 托 尔 尘埃 ( 见 图 7.28)。 显 然 ， 康 托 尔 集合 构成 一 个 
无 穷 层次 的 自 相似 结构 。 

为 确定 康 托 尔 集合 的 维 数 ， 试 将 一 次 分 割 后 所 得 各 线段 放大 3 倍 ， 如 取得 第 
一 次 分 别 审 后 留 下 的 线段 (0， 六 ) 和 (和 ,1) 放 大 3 倍 ， 即 在 式 (7.7.8) 中 的 


=3， 此 两 线段 每 一 段 都 恢复 到 原 长 /， 从 而 分 割 后 的 线段 〈 共 两 个 线段 ) 总 长 
度 为 原来 的 2 倍 ， 即 &=2， 因 此 由 式 〈7.7.8) 得 康 托 尔 集合 的 维 数 为 


D=J2 -0.63093 (7.7.10) 
ln3 
af CC 
0 1 1 1 
0 .3 23 1 2 14 
UL9 209.143 23_79 89_1 4 19 
) -~ | 8 127 


图 7.28 康 托 尔 集合 


对 于 洛 伦 茨 吸引 子 ， 经 计算 后 可 知 其 维 数 在 2 与 3 之 间 。 当 洛 伦 芯 方 程 
(7.6.1) 中 ， 取 参数 值 vc=10，y = 45.92, 5 =4 时， 由 式 (7.7.8) 可 得 DD= 
2.06。 再 如 勒 斯 勒 尔 吸引 子 ， 当 取 参 数 =8=0.2，c=S.7 时 ,得 D=2.014。 

对 于 非 整数 维 ， 人 们 习惯 上 称 之 为 分 维 。 维 数 从 最 初 只 能 取 整 数 扩展 到 可 以 
取 分 数 ， 这 是 维 数 概念 发 展 中 划时代 的 突破 。 现 在 人 们 已 经 提出 了 不 少 关 于 维 数 
的 定义 。 这 疙 因 至 今 尚未 找到 对 任何 事物 都 适用 的 普 适 定义 。 由 于 测定 维 数 的 对 
象 不 同 ， 有 的 定义 对 某 些 对 象 适用 ， 而 对 另 一 些 对 象 却 不 适用 。 除 了 上 面 介绍 的 
容量 维 以 外 ， 还 有 诸如 相似 维 、 关 联 维 、 信 息 维 等 。 限 于 篇 幅 和 授课 时 数 限 制 ， 
不 能 一 一 介绍 ， 感 兴趣 的 读者 可 参阅 进一步 的 读物 。 
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这 一 章 我 们 只 比较 简略 地 讨论 了 一 维 非 线 性 映 象 在 参数 改变 时 如 何 经 过 售 周 
期 分 岔 序列 进入 混沌 状态 。 实 际 上 通 向 混沌 的 道路 有 多 种 ， 如 阵 发 混沌 道路 ， 吕 
埃 勒 - 塔 肯 斯 (Ruelle-Takens) 道路 等 。 在 自然 界 中 ， 混 沌 现象 是 很 普遍 的 。 几 
乎 可 以 说 ， 自 然 界 存在 的 绝 大 部 分 运动 都 是 混沌 运动 ， 规 则 运动 相对 地 只 在 局 部 
的 范围 和 较 短 的 时 间 内 存在 。 无 论 耗 散 系统 或 保守 系统 都 存在 混沌 运动 。 保 守 系 
统 可 以 分 为 可 积 的 与 不 可 积 的 两 大 类 ， 不 可 积 性 就 意味 着 混沌 运动 。 如 果 以 方程 
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的 结构 与 参数 为 轴 构 造 一 个 空间 ， 那 么 这 个 空间 中 绝 大 部 分 方程 都 是 不 可 积 的 ， 
都 具有 混沌 运动 。 这 从 数学 角度 说 明了 混沌 的 普遍 性 。 完 全 不 可 积 系统 的 运动 将 
遍历 整个 等 能 面 ， 微 观 保守 系统 的 不 可 积 性 导致 了 宏观 系统 的 不 可 逆 性 。 正 是 不 
可 积 的 普遍 性 ， 使 所 有 宏观 现象 都 是 不 可 逆 的 ， 所 有 宏观 系统 都 属于 耗 散 系统 。 
我 们 周围 的 世界 是 不 断 发 展 变化 的 ， 具 有 各 种 各 样 的 耗 散 结构 。 开 放 系 统 最 简单 
的 耗 散 结构 是 由 极限 环 描述 的 周期 运动 。 两 个 或 两 个 以 上 周期 运动 的 耦合 会 产生 
混沌 运动 。 因 此 ， 具 有 耗 散 结构 的 系统 ， 当 非 线性 进一步 增强 时 ， 一 般 都 会 出 现 
混沌 运动 。 

混沌 ， 带 着 古老 传说 的 神秘 和 当代 科学 前 沿 的 探索 ， 正 不 胎 而 走 ， 引 起 越 来 
越 多 的 关注 。 有 的 学 者 宣称 ，20 世纪 的 科学 只 有 三 件 事 将 被 人 们 永远 铭记 ， 这 
就 是 相对 论 、 量 子 论 和 混沌 ， 其 至 把 混沌 誉 为 20 世纪 科学 的 第 三 次 革命 。 进 入 
21 世纪 后 ， 对 混沌 的 研究 更 是 深入 到 自然 科学 和 人 文 社会 科学 的 各 个 领域 。 有 
位 物理 学 家 说 :“ 相 对 论 排除 了 绝对 空间 和 时 间 的 牛顿 幻觉 ; 量子 论 排除 了 对 可 
控 测 量 过 程 的 牛顿 迷梦 ; 混沌 则 排除 了 拉 普 拉 斯 的 可 预见 性 的 狂想 。” 

最 后 ， 我 们 再 次 强调 指出 ， 混 沌 并 非 混乱 ， 作 为 一 个 科学 概念 ， 它 不 等 同 于 
概率 意义 上 的 随机 ， 其 本 质 是 确定 性 系统 产生 的 行为 。 混 沌 的 发 现 开 创 了 科学 模 
型 化 的 一 个 新 典范 。 一 方面 混沌 系统 对 初始 条 件 的 极端 敏感 依赖 性 ， 它 能 够 放大 
微小 的 差异 ， 导 致 系统 的 长 期 行为 不 可 预测 ; 另 一 方面 ,混沌 现象 所 固有 的 确定 
性 表明 ， 许 多 随机 现象 实际 上 比 过 去 更 容易 预测 。 混 沌 现象 的 研究 表明 ， 并 非 所 
有 貌似 随机 的 行为 都 是 由 复杂 的 系统 产生 。 由 于 受 非 线 性 因素 的 影响 ， 少 数 自 由 
度 即 可 产生 比较 复杂 的 行为 。 过 去 那些 过 分 复杂 、 貌 似 随机 的 信息 常 被 束 之 高 
阁 ， 实 际 上 这 些 信息 可 以 用 简单 的 法 则 加 以 解释 。 在 这 种 情况 下 ， 有 可 能 建立 确 
定性 模型 ， 并 得 到 比 传统 的 线性 随机 模型 更 好 的 短期 预测 。 混 沌 理论 仿佛 是 一 双 
刃 全 ,对 预测 的 影响 是 两 方面 的 。 它 表明 即使 近似 的 长 期 行为 也 是 不 可 能 预测 
的 ， 但 短期 行为 可 能 做 到 准确 的 预测 。 混 沌 的 发 现 为 确定 性 系统 与 随机 系统 之 间 
架 起 一 座 桥梁 。 

自 20 世纪 60 年 代 初 期 洛 伦 世 发现 混 沌 以 来 ， 对 混沌 的 探索 已 历经 数 十 载 。 大 
量 的 研究 揭示 ， 混 沌 现象 广泛 存在 ， 比 比 皆 是 。 然 而 长 期 以 来 ， 感 到 它 虽然 视 之 可 
见 ， 却 不 易 控 制 ， 难 于 驾 台 。 所 谓 控制 混沌 ， 就 是 把 动力 学 系统 的 混沌 性 态 转化 为 
事先 确定 的 平衡 状态 或 周期 性 态 ， 甚 至 非 周期 性 态 或 新 的 混沌 性 态 ， 并 实现 控制 。 
值得 注意 的 是 ， 控 制 混沌 并 非 仅 要 消除 混沌 运动 ， 而 且 还 要 达到 事先 确定 的 非 混 沌 
态 或 混沌 运动 。 对 于 混沌 控制 的 研究 近年 来 已 经 取得 了 一 些 突破 性 进展 ， 并 且 在 如 
通讯 、 医 学 等 领域 的 实际 应 用 已 初 见 端倪 。 
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习 题 


7.1 设 某 物体 的 运动 为 一 指数 衰减 曲线 ， 其 数学 表示 式 为 
| z=Aet 


式 中 ，r 为 时 间 常 数 ， 试 在 x-z 平面 上 画 出 相 点 运动 的 轨道 。 


[ 答 ] y= 三 


(b) 


题 7.1 图 


7.2 用 计算 器 考察 zxl = 3zx,(1 - zi) 迭代 过 程 的 终 态 ,假定 z0=0.2。 

7.3 用 计算 器 考察 zx,,1 = 0.8zx(1 - xz) 迭代 过 程 的 终 态 ， 假 定 xo=0.5。 

7.4 用 计算 器 考察 mrl = 2.1z,(1 - x ) 迭代 过 程 的 终 态 ， 假 定 xo=0.2。 

7.5 用 计算 器 考察 zurl = 4x,(1 - zx,) 迭代 过 程 及 对 初 值 的 敏感 性 。 设 两 个 相差 很 小 的 
初 值 分 别 为 zo 0.4000001 和 z=0.4000002， 并 由 此 说 明 混 沌 与 真 随机 性 的 区 别 。 

7.6 将 一 正三 角形 等 分 成 四 个 小 的 正三 角形 ， 并 弃 去 中 间 一 个 ; 然后 将 余下 的 三 个 正三 
角形 再 分 别 等 分 为 四 个 更 小 正三 角形 ， 并 弃 去 各 自 中 间 的 一 个 ; 然后 再 将 余下 的 正三 角形 按 
同样 的 方法 处 理 ， 如 此 无 限 地 处 理 下 去 ( 题 7.6 图 )， 最 后 所 得 之 图 好 像 一 个 三 角形 的 热 片 ， 
称 “ 谢 尔 平 斯 基 (Sierpinski) 垫 片 "。 试 计算 谢 尔 平 斯 基 垫 片 的 分 维 。 


[ 答 ] D= 闻 =1.5849 

7.7 取 一 单位 长 直线 段 ， 将 其 三 等 分 ， 售 去 中 间 一 段 ， 而 以 底 边 在 被 含 去 线段 上 的 等 边 
三 角形 的 另 两 边 替 代 ; 继 之 ， 对 所 得 的 线段 实施 如 前 的 步骤 ; 以 后 仿 此 重复 ， 便 得 到 所 谓 科 
赫 (Koch) 曲线 ( 题 7.7 图 )， 试 计算 科 赤 曲线 的 分 维 。 

[ 答 ] D= 贱 =1.2619 

7.8 试用 你 熟悉 的 计算 机 语言 (例如 QBASIC，C，MATLAB 等 ) 编写 出 平方 映射 随 参 


数 4 值 变 化 的 计算 机 程序 ， 并 上 机 调试 。 
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信人 各 全 


crawGasketf0j drawGasket{1} drawGasket[2] 


drawGasket[3] dravwGasket[4] drawGasket[5j 


题 7.6 图 


题 7.7 图 科 赫 曲线 


附 录 
] 矢量、 和 矩阵 及 其 运算 


I .1 矢量 的 表示 和 运算 


工 .1.1 引 言 

物理 学 是 一 门 关 于 可 观测 (可 定量 测量 ) 的 物理 量 和 各 物理 量 的 确定 值 之 间 
关系 的 科学 。 有 一 些 物理 量 仅 需 要 一 个 数量 就 能 完全 确定 ， 例 如 长 度 、 体 积 、 质 
量 、 时 间 、 温 度 、 声 频 、 光 速 和 电荷 就 是 这 样 的 物理 量 ， 我 们 称 其 为 标量 。 标 量 
可 为 正 量 或 负 量 ,例如 温度 高 于 零度 为 正 ， 而 低 于 零度 为 负 ， 电 量 同样 有 正 有 
负 。 但 是 有 些 标量 (例如 体积 、 质 量 ) 则 恒 为 正 。 标 量 是 代数 量 ， 并 且 对 它们 可 
以 施行 任何 代数 运算 : 加 减 乘 除 等 。 

然而 ， 某 些 物 理 量 的 确定 ， 除 了 知道 它 的 数值 外 ， 还 必须 指出 它 的 方向 ， 例 
如 只 说 力 的 量 值 是 不 够 的 ， 还 须 指 出 力 的 作用 方向 。 又 如 要 说 明 三 维 空间 中 的 直 
线 位 移 ， 需 要 两 个 以 上 的 数量 ， 由 它们 可 以 确定 位 移 的 方向 。 任 何 像 直线 位 移 这 
样 的 物理 量 ， 除 用 大 小 和 方向 说 明 外 ， 它 与 另 一 同类 型 物理 量 相 加 ， 遵 从 两 个 相 
继 位 移 的 加 法 法 则 ， 并 给 出 具有 大 小 和 方向 唯一 的 物理 量 ， 则 称 该 物理 量 为 矢 
量 。 在 整个 力学 中 〈 以 及 在 其 他 物理 学 分 支 中 ) ， 我 们 将 遇 到 许多 兼 有 数值 和 方 
向 的 量 ， 例 如 速度 、 加 速度 、 力 、 电 场 、 磁 偶 极 矩 等 等 。 

符号 是 数学 语言 的 重要 组 成 部 分 ， 所 以 恰当 地 使 用 符号 的 技巧 也 就 成 为 数学 
分 析 方 法 的 重要 部 分 。 矢 量 符号 具有 下 述 两 个 重要 性 质 : 

1. 物理 定律 的 矢量 表述 与 坐标 轴 的 选择 无 关 。 矢 量 符号 提供 了 一 种 语言 ， 
使 物理 定律 的 表述 无 须 引 入 坐标 系 而 具有 物理 内 容 。 

2. 矢量 符号 是 简洁 的 。 许 多 物理 定律 用 矢量 表述 时 具有 简单 、 明 了 而 优美 
的 形式 ， 而 把 它 在 某 一 特定 坐标 系 中 写 出 时 ， 这 一 点 就 看 不 出 来 。 

尽管 在 解 算 具体 问题 时 ， 我 们 往往 在 特殊 坐标 系 下 进行 运算 ， 但 是 陈述 物理 
定律 时 ， 我 们 还 是 尽量 来 用 矢量 形式 。 有 些 更 复杂 的 定律 〈 如 广义 相对 论 )， 它 
们 无 法 用 矢量 形式 表示 ， 就 可 能 要 用 张 量 表示 。 张 量 是 矢量 的 推广 ， 而 标量 和 矢 
量 都 是 它 的 特例 而 已 。 后 面 我 们 将 会 知道 ， 标 量 是 零 阶 张 量 ， 而 矢量 是 一 阶 张 
量 。 

矢量 在 物理 学 问题 中 之 所 以 有 用 和 适用 ， 这 主要 是 欧 几 里 得 几何 学 的 缘故 。 
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用 矢量 形式 来 陈述 一 个 定律 通常 都 附带 有 欧 几 里 得 几何 的 假定 。 如 果 有 关 几 何不 
是 欧 氏 的 ， 也 许 就 不 可 能 用 简单 、 明 确 的 方法 把 两 个 矢量 相 加 。 对 于 弯曲 空间 ， 
有 一 种 更 普遍 的 语言 ， 即 微分 几何 学 ， 它 是 广义 相对 论 的 语言 。 在 广义 相对 论 这 
个 物理 学 领域 中 ， 欧 氏 几 何不 再 是 足够 精确 的 了 。 

虽然 说 我 们 所 考虑 的 矢量 是 - -个 既 有 方向 又 有 数值 的 量 ， 而 方向 和 数值 都 绝 
不 涉及 特殊 的 坐标 系 ， 尽 管 我 们 要 用 一 个 参考 物 ， 例 如 实验 室 或 恒星 等 才能 确定 
方向 。 可 是 我 们 将 会 看 到 ， 有 些 量 虽 然 具 有 数值 和 方向 ,但 却 不 是 矢量 ,例如 有 
限 转 动 就 是 这 样 。 

按照 惯例 ， 我 们 采用 的 矢量 符号 如 下 : 手写 时 (例如 在 黑板 上 ) 为 了 表示 矢 
量 , 在 相应 的 字母 A 上 面 画 一 箭头 及。 在 印刷 品 中 ， 矢 量 一 般 排 成 黑体 字 4 ， 
矢量 的 数值 印 成 斜体 字 A 或 14 |。 矢 量 的 数值 是 一 个 标量 ， 任 何 一 个 矢量 都 可 
以 表示 成 一 个 标量 与 单位 大 小 的 矢量 的 乘积 ， 单 位 大 小 的 矢量 称 单位 矢量 。 如 果 
ea 是 4 方向 上 的 单位 矢量 ， 则 矢量 Aes 就 是 一 个 在 A 方向 上 有 大 小 〈 模 ) 为 A 
的 矢量 ， 记 作 

A=Aes (I.1) 

I .1.2 舌 量 的 相等 

两 个 表示 同一 物理 量 (如 力 ) 的 矢量 4 和 B， 如 果 它 们 的 数值 和 方向 都 相 
同 ， 则 这 两 个 矢量 相等 ， 记 作 

A=B (I .2) 

这 种 相等 称 为 几何 相等 ， 说 “几何 ”二 字 是 强调 此 二 矢量 平行 且 同 向 两 层 意 思 。 

虽然 一 个 矢量 可 以 指 的 是 由 某 一 特定 点 所 确定 的 量 ， 但 矢量 却 无 需 限 定位 
置 。 即 使 两 个 矢量 是 在 不 同时 间 和 不 同 空 间 位 置 的 一 个 物理 量 ， 它 们 仍然 是 可 以 
比较 的 。 如 果 我 们 不 能 根据 实验 而 确信 我 们 可 以 把 空间 看 成 是 平 直 的 ， 也 就 是 欧 
几 里 得 空间 ( 极 远 处 可 能 除外 ) ， 那 么 我 们 就 不 可 能 那样 肯定 地 去 把 在 不 同 点 处 
的 两 个 矢量 加 以 比较 。 

大 小 〈 模 ) 为 零 的 矢量 定义 为 零 矢 量 O。 零 矢量 的 始点 与 其 终点 相 重合 ， 
而 矢量 本 身 变 为 一 个 点 。 

矢量 可 以 平行 移动 到 任意 一 点 ， 因 而 当 研 究 几 个 矢量 时 ， 我 们 总 可 以 将 它们 
的 始点 移 到 一 点 DO， 而 把 这 一 点 看 作 它 们 的 公共 始点 。 

我 们 必须 注意 ， 当 我 们 采纳 这 些 定义 时 ， 不 能 将 力 与 矢量 同样 看 待 ， 因 为 力 
的 作用 点 只 能 沿 着 力 的 作用 线 移动 ， 而 不 能 够 向 任意 点 。 

我 们 还 须 指出 ， 大 小 的 概念 只 能 应 用 于 数量 ， 因 此 只 有 矢量 的 模 才能 适用 不 
等 式 。 

I .1.3 矢量 的 加 法 和 减法 

两 个 矢量 的 几何 和 就 是 由 这 两 个 矢量 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 因 而 矢 
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量 加 法 的 这 种 规则 称 为 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 。 具 体 做 法 是 ， 先 画 一 个 带 矢 
号 的 直线 表示 矢量 A ， 从 它 的 末端 画 另 一 个 带 矢 号 的 直线 表示 矢量 B,， 从 4 的 
始 端 到 B 的 末端 画 出 带 有 指向 吾 末端 矢 号 的 直线 就 代表 这 两 个 矢量 之 和 的 矢量 C 
[ 见 图 I.1 (a)]。 不 在 一 个 平面 上 的 三 个 矢量 的 几何 和 就 是 由 它们 所 组 成 的 平行 
六 面体 的 对 角 线 [ 见 图 I .1 (c)]。 从 图 I .1 (b) 可 清楚 地 看 到 ， 矢 量 加 法 满足 


对 易 律 


A+B=B+A (I.3) 
A 
B 
C=A+B 3B 
B 
A A 
(a) ”矢量 加 法 的 图 形 表示 (b) ”矢量 加 法 的 对 易 律 
C 
A\ 二 
A+B+C 
Eo /A N " 
i 
(c) ”不 在 一 个 平面 上 的 (d) ”矢量 加 法 的 结合 律 : 
三 个 矢量 的 几何 和 (A+B) +C=A+ (B+C) 
图 I .1 矢量 加 法 
它 也 满足 结合 律 [参见 图 I .1 (d)] 
A+(B+1C)=(A+B)+C (I.4) 
如 果 两 个 矢量 4 和 B 之 和 等 于 零 矢 量 

A+B=0 (I.5) 

则 A 和 B 这 两 个 矢量 必然 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 于 是 由 式 (1.5) 得 
B=-A (1.6) 


这 告诉 我 们 : 一 4 也 是 一 个 矢量 ， 其 大 小 与 4 相同 , 但 指向 与 4 相反 。 这 样 ， 
我 们 就 把 矢量 4 减 矢量 B 定义 为 矢量 4 和 矢量 (一 BB) 的 加 法 
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A-B=A+(-B) (I.7) 
I .1.4 矢量 的 投影 表示 
一 个 矢量 4 可 以 用 它 在 一 组 坐标 轴 上 或 基 矢 上 的 投影 表示 成 代数 形式 ， 在 
直角 坐标 系 中 ， 选 取 沿 正 zx，y 和 > 轴 的 单位 矢量 作为 基 矢 ， 通 常 分 别 用 符号 i， 
j 和 大 表示 ( 见 图 I .2)， 或 用 ex，ey 和 e。 表示 ， 有 时 也 用 e1，e2 和 es 表示 。 
当 有 些 公式 用 分 量 求 和 的 形式 表示 时 ， 后 者 会 显得 更 为 方便 。 
矢量 4 在 另 一 矢量 B 上 的 投影 用 矢量 4 的 末端 和 始 端 到 平行 于 B 直线 上 垂 
足 间 的 线段 长 度 Ap 表示 ( 见 图 I .3)， 若 令 gp 表示 矢量 4 与 过 4 的 始 端 并 沿 B 
方向 的 两 个 夹 角 中 较 小 的 那个 角 ， 则 
Ap= Acosgp (I.8) 
角 p 称 为 4 和 B 间 的 夹 角 


1 .2 直角 坐标 系 的 单位 基 矢 图 1 .3 矢量 4 在 矢量 B 上 的 投影 
一 个 任意 矢量 4 可 写作 
A=Aer + ANey+A-e。 (I.9) 


其 中 ，A,，A, 和 A, 是 4 沿 正 +，y 和 z 轴 的 分 量 ， 例 如 考虑 位 于 zy 平面 内 的 
矢量 4 (A. =0)。 在 这 种 情况 下 ， 总 可 以 将 该 矢量 放 在 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 
上 ， 其 直角 边 分 别 平行 于 x 轴 和 yy 轴 的 正方 向 。 由 图 I .4 知 


4-=Acosp 

人 (I.10) 
以 及 关系 式 

A2=A42T+TA3 (I.11) 

A=Ae,+Ay, (I .12) 


图 I .5 是 推广 到 三 维 矢量 的 情况 ， 令 矢量 4 和 > 轴 正 方向 的 夹 角 为 9，A4 
在 zy 平面 上 的 投影 与 x 正方 向 的 夹 角 为 , 则 
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图 工 .4 平行 于 zy 平面 的 矢 图 I .5 A=Ae,+ Ap,+ Ase: 的 图 示 
量 4 = Ae, + Aye) 的 图 示 


A, = Asinbcosg 
， (I .13) 
A,= Asingdsing 
A, = Acos0 
A’=A2+A2+A2 (I .14) 
显然 有 
A=Aert+Ae,t+ A,e. (I.15) 


根据 两 个 矢量 相等 的 定义 ， 显然 它们 的 zx，y 和 xz 分 量 相等 是 两 个 矢量 相等 
的 必要 兼 充分 条 件 。 而 且 两 个 或 多 个 矢量 之 和 的 z，y 和 > 分量 分 别 等 于 诸 矢 量 
各 分 量 的 和 。 这 就 是 说 ， 如 果 和 撩 量 C 是 矢量 A 和 B 的 和 


C=A+B (I .16) 
则 
C= A,+B,, C,= A;+ B,, C. = A, + B. (I .17) 
I .1.5 矢量 的 乘法 
给 定 矢量 4 和 召 ， 有 两 种 矢量 乘法 。 一 种 乘法 叫做 标 积 或 点 乘 ， 定 义 如 下 
A:B=ABcosp (I .18a) 
式 中 ，9p 是 矢量 4 和 B 的 夹 角 。 若 用 分 量 表示 
A':B= A,B,+ A,B,+ A.B, (I .18b) 
根据 点 乘 的 定义 ， 它 满足 对 易 律 
A:B=B:A (1 .19) 
显然 ， 正 交 坐 标 系 中 单位 矢量 间 的 标 积 为 
@;'@;= 6; (1 .20) 


式 中 ，6; 称 为 克 罗 内 克 尔 (Kronecker) 符号 ， 当 i =; 时 ， 其 值 为 1， 当 1 天 7 
时 ， 其 值 为 零 ， 即 


05 = 2 (I .21) 
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矢量 的 另 一 种 乘法 称 为 矢 积 或 叉 积 。 矢 量 A 和 B 的 矢 积 矢 量 C 是 这 样 一 个 
矢量 ， 它 的 模 [ 见 图 I.6 (a)] 等 于 矢量 A，B 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 而 
方向 垂直 于 它们 的 平面 ， 使 矢量 4 沿 最 短途 径 绕 C 转 至 矢量 召 时 和 已 选 定 的 坐 
标 系 自 z 轴 绕 z 轴 转 至 y 轴 的 情况 完全 一 样 ， 也 就 是 说 ， 在 右手 坐标 系 时 是 着 时 
针 方 向 转 [ 殉 图 .6 〈(b)]， 而 在 左手 坐标 系 是 顺 时 针 方向 转 。 可 见 ， 矢 积 的 方 
向 与 坐标 的 选择 有 关 ， 本 书 均 采 用 右手 坐标 系 。 


AxB 
C 
B 
n 
B 9 
ee 区 
oo 
(a) ” 矢 积 的 几何 解释 (b) ”右手 坐标 系 矢 积 图 示 
图 I .6 矢 积 
矢 积 由 下 式 表示 
C=AxB (I .22) 
矢 积 的 模 等 于 
|A4AxB|=ABsing (I .23) 
车 C 方向 的 单位 矢量 记 作 n， 则 矢 积 可 以 表示 为 
AxB=ABsinpgn (I .24) 


我 们 会 经 常 需要 用 矢量 的 投影 表示 矢 积 。 设 已 知 两 矢量 A ，B 分 别 为 


A=Ae:+ Ayp,y+ Ae. 
B= Be, + Bp,+ Be, | (1 .25) 
则 
ex ey ez 
AxB=|A, A, A, 
B. B, B, 
=(AyB,. ~ AsBy)e: + (AB, — AzBe)ey + (AsB,— A,B,)e. (1 .26) 
矢 积 的 投影 是 


[4 xB],=A.B,- A,B. 
[A XB].=AB,- A,B, 


[A XB],= 4,B.- A.B, 
(I .27) 
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若 将 下 标 z+，y，z 用 1，2，3 替代 ,那么 上 述 矢 积 的 投影 可 以 用 下 面 一 个 式 子 
表示 
[A x Bl, = ea4B， (1 .28) 
式 中 ，e 关 是 排列 符号 ， 称 为 勤 维 一 西 维 塔 (Levi-Civita) 符号 [ 亦 称 为 爱 丁 顿 
(Eddington) ] 张 量 ， 它 有 如 下 性 质 
1 当 ijk 进行 偶 次 置换 能 还 原 成 123 的 自然 次 序 
| 当 次 进行 奇 次 置换 能 还 原 成 123 的 自然 次 序 (了 .29) 
0 当 ijk 有 任意 二 指标 相等 
因此 
s123 二 6231 二 8312 二 1 
el32 二 6213 二 e321 二 一 
£122 = €313= €211=0 
应 用 上 述 记号 可 以 把 (4 x B) 的 分 量 清楚 地 表示 出 来 。 对 于 i=1, 不 论 j, 
=2，3 的 排列 次 序 如何 ， 不 为 零 的 ej 仅 有 e123 和 e132， 所 以 
[A xB]j= 2 eAB = e123A2B3 + e112A3B2 = A2B;3 - A3B, 
同 理 - 
[AxBl,=A;Bi- AiB; 
[AxB]3=AiB;- A2sBi 
利用 置换 符号 ， 我 们 可 以 把 单位 矢量 之 间 的 矢 积 写成 
ei X 6j = Deier = eijgegp (I .30) 
矢量 4 与 矢量 B 和 C 矢 积 的 标 乘 称 为 混合 积 ， 利 用 这 些 矢 量 的 直角 坐标 分 
量 , 混合 积 可 表 为 
A, A, A, 
B,. B B, 
Cs C, C。 


A:(BxC)= (I .31) 


通过 交换 行列 式 的 行 可 得 
A:(BXC)=(AXB):C=(CxA):B=-A.(CxB) (I .32) 
由 于 A:(BxC),(A4XxB):C 和 (C x4):B 是 恒 等 的 ,习惯 上 常 省 去 混合 积 中 
的 括号 。 
从 几何 上 讲 ， 如 果 三 个 矢量 A，B 和 C 的 值 具有 长 度量 纲 ， 则 它们 的 混合 
积 表示 由 这 三 个 矢量 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 ( 见 图 I .7)。 该 体积 等 于 它 的 
底面 积 与 它 的 高 的 乘积 。 对 于 图 I .7 中 由 矢量 4 ,B 和 C 构 成 的 平行 六 面体 的 
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底面 积 S 是 由 B 和 C 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 表 示 成 公式 是 
S=BCsinp=1BxC| 
高 度 h 可 表示 为 


h=A*n= Acos0 
其 中 ，n 是 垂直 于 底面 积 的 单位 矢量 ， 这 样 ， 平 行 六 面体 的 体积 公式 是 
V=|BxC|Acos0=|A:BxC| 


图 I .7 三 个 矢量 A，B 和 C 构成 的 平行 
六 面体 的 体积 V= (Acos9) (BCsing) 
=|A:BxCI| 


另 一 种 有 用 的 三 重 积 是 A x (B x C) ， 容 易 证 明 
Ax(BxC)=(A.C)B-(A.:B)C (I .33) 
当 C=A 时， 上 式 变 为 
Ax(BxA)= A*B-(A.B)A (1 .34) 


I .2 标量 和 矢量 的 变换 性 质 


I .2.1 坐标 变换 

设 点 P 相对 于 某 一 坐标 系 的 坐标 为 zx; ，z2，xzase。 考虑 另 一 坐标 系 ， 它 是 由 
原 坐 标 系 通过 简单 旋转 得 出 。 设 已 点 相对 于 新 坐标 系 的 坐标 为 zl, ，z2，zao 
上 述 情况 我 们 以 二 维 为 例 用 图 I .8 说 明 。 

从 图 I .8 可 见 ， 新 坐标 zi 是 zi 在 xi 轴 上 的 投影 (线段 04) 与 zz 在 zi1 轴 
上 的 投影 (线段 AB + BC) 之 和 ， 即 


zi= zicosp + zasing = zicosp + zacos( 持 -9) (I .35a) 


新 坐标 z; 是 类 似 的 投影 之 和 ; xz; = OD - DE, 但 是 线段 DE 恰好 等 于 线段 
OF ， 所 以 


X2= ~ XiSing 十 过 2c0S9 = zicos [于 + p】 + 工 2COS9 (I .35b) 
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图 I .8 坐标 变换 


引入 如 下 记号 ， 把 zi 轴 与 zi 轴 的 夹 角 记 作 〈z1，zi) 把 x; 与 zi 轴 的 夹 角 
记 作 (xz;2，z1)， 照 此 类 推 , 把 zi 轴 与 zx; 轴 的 夹 角 记 作 (xz/， Zz;)， 而 且 把 
(Zz; ， 石 ) 的 余弦 以 表示 ， 即 

j = COs( wi ,zj;) (I .36) 
所 以 在 图 I .8 的 情形 下 有 


A11 = cos(Z1,Z1) = cosg 


412 — cos(zj,z2) = cos( 各 一 ?)= sing 


(I .37) 
/ A . 
Az1 = cos(Z2，Z1) = cos( 圣 十 p)=- sing 
A22 = cos( X23, TX2) = cosg 
于 是 ， 变 换 方程 变 为 
ZT1= XI1COS(X1, x1) + azcos( 3，zo) 
一 AI1IZ1 十 人 1272 ( 工 .38a) 
2 一 XI1COS( x2,T1) 十 Z2cos( 2，Z2) 
= 421Z1 十 A22 工 2 (I .38b) 


推广 到 三 维 则 有 
ZX1=ANZ1+A2T2 + A13T3 
Z2 一 A21Z1 十 A2272 十 人 237Z3 (I .39) 
ZT3= A31T1 + A327r2 + A33x3 


或 者 用 求 和 号 表示 


3 
z= ON (i,j = 1,2,3) (I .40) 
j=1 
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逆 变 换 公 式 为 
X1= Zlcos(z1yZ1) + Zr2cos(Z2yT1) + TZ3COsS( XT3, TX1) 
= A1z1 + A21Z2 + A3173 

同 理 可 以 写 出 

TX2 一 122Z1 十 人 2222 十 A32T3 

3 二 人 13Z1 十 人 23Z2 十 和 3373 
道 变换 的 普遍 表示 式 为 

zi = > hz: (i,j = 1,2,3) (1 .41) 


量 zy 恰好 是 z; 轴 相 对 于 轴 的 方向 余弦 。 按 读者 在 线性 代数 中 熟知 的 方 
法 ,把 5 排 成 一 个 方 阵 ， 此 方 阵 称 之 为 挫 阵 。 用 符号 4 表示 各 元 素 i 按 上 述 方 
式 排列 的 整体 
411 412 413 
4 三 |421 A22 423 (I .42) 
A3l A32 A33 

当 4 以 上 述 方式 定义 并 确定 了 点 的 坐标 变换 性 质 时 ，% 就 称 为 变换 矩阵 。 
相应 地 把 4; 称 为 变换 和 矩阵 元 。 

I .2.2 变换 给 阵 的 性 质 

工 .2.1 小 节 我 们 引入 了 新 有 旧 坐 标 系 之 间 的 变换 。 由 于 两 种 坐标 系 都 是 直角 
坐标 系 ， 所 以 矢量 的 量 值 等 于 各 分 量 的 平方 之 和 。 再 说 ， 不 论 哪 一 种 坐标 系 ， 实 
际 矢量 总 是 不 变 的 ， 因 而 矢量 的 量 值 在 两 种 坐标 系 中 必定 相同 。 我 们 用 符号 把 这 
种 量 值 的 不 变性 表达 为 


3 3 
2 rizr! = 2 riz (I .43) 
式 《I .43) 左边 等 于 
Ari 
可 见 ， 当 且 仅 当 
2A = 0 (j,k = 1,2,3) (I .44) 


时 , 式 (1 .43) 的 左边 才能 化 为 式 (I .43) 右边 的 形式 。 具 有 式 (了 .43) 所 
要 求 性 质 的 线性 变换 式 〈I .40) 均 称 为 正 交 变换 。 式 (了 .44) 从 而 称 为 正 交 化 
条 件 。 式 〈I.44) 的 正确 性 有 赖 于 每 个 坐标 系 的 坐标 轴 彼 此 垂直 。 这 样 的 坐标 

现在 我 们 回 过 头 来 再 看 工 .2.1 小 节 平 面 坐标 变换 的 例子 ， 这 个 简单 的 例子 
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使 我 们 能 够 仅仅 与 二 维 坐标 系 打交道 。 在 上 述 关系 中 的 下 标 也 只 用 取 1，2 两 个 
值 ， 从 而 变换 矩阵 式 〈 工 .42) 简化 为 


四 个 矩阵 元 由 三 个 正 交 条 件 相关 联 

2 =AMa= 6 (k= 1,2) 
因而 便 可 确定 变换 只 有 一 个 独立 参量 。 然 而 这 一 结论 并 不 奇怪 。 从 一 个 直角 坐标 
系 到 另 一 个 直角 坐标 系 的 二 维 变换 与 轴线 在 平面 上 的 转动 相对 应 〈( 见 图 I .8)， 
而 这 种 转动 只 需 用 一 个 量 ， 即 转动 角 yp 就 能 完全 确定 。 用 单一 参量 表达 时 ， 变 
换 方程 为 [参见 式 (1 .35a) 和 ( 工 .3Sb)] 


X1= XiCOs9 + x2sing 


X2= ~ x1sing + rT2CosP 
所 以 各 和 矩阵 元 
A11 = cos9, A12= sing . (I .45) 
A21 = — sing, A22 = COSO 
从 而 和 矩阵 4 可 以 写 为 
1 二 cos9 sing (1 .46) 
—sing COSO 
三 个 正 交 条 件 展开 成 方程 


Al1141 十 A21A21 二 工 
A12A12 + A22422= 1 
41412 十 421422 二 0 
显然 ， 和 矩阵 式 ( 工 .46) 是 满足 这 些 条 件 的 。 因 为 使 用 式 〈(I .45) 的 矩阵 元 时 ， 
它们 可 化 为 恒等式 
cossp +sin2p=1 
simgp+cos p=1 
cospsinp ~ singcosp =0 
图 I .8 中 的 己 点 可 以 看 作 是 由 坐标 原点 O 指向 该 点 的 矢量 的 端点 。 变 换 矩 
阵 4 可 以 看 作 是 作用 于 不 带 撤 的 系统 即 能 使 之 变换 到 带 撤 系统 的 算 符 。 这 一 过 
程 可 以 用 符号 表达 成 
(r) 三 和 (1 .47) 
即 矩 阵 4 作用 于 不 带 撤 系 统 中 矢量 的 分 量 上 ， 即 给 出 该 矢量 在 带 撤 系 统 中 的 分 
量 。 应 该 指出 的 是 ， 到 目前 为 止 ，% 只 作用 在 坐标 系 上 ， 矢 量 是 不 变 的 ; 我 们 想 
得 到 的 只 是 它 在 两 个 不 同 坐标 系 中 的 分 量 。 所 以 ， 为 清楚 起 见 ， 在 式 (I .47) 左 
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边 r 旁边 加 上 了 一 个 括号 ， 以 表明 方程 两 边 所 包含 的 是 同一 矢量 ， 只 是 分 量 发 
生 了 变化 。 从 二 维 情况 下 的 简单 例子 已 经 看 到 ， 坐 标 变换 仅仅 是 一 次 转动 。 因 
此 ， 在 这 里 4 等 同 于 平面 转动 算 符 。 

还 须 指出 ， 即 使 数学 形式 不 变 ， 也 可 以 把 4 看 作 是 作用 在 矢量 + 上 并 把 它 变 
换 为 另 一 矢量 ~ 的 算 符 

r =Ar (I .48) 

这 里 ， 两 个 矢量 都 以 同一 坐标 系 来 表示 。 在 二 维 情 况 下 是 把 矢量 + 顺 时 针 转 过 9 
角 ， 而 不 是 逆 时 针 转 动 坐标 系 以 得 出 矢量 xr’ 。 新 矢量 x 的 各 分 量 与 原来 那个 矢 
量 r 的 分 量 之 间 的 联系 由 描述 坐标 变换 的 同一 方程 〈(I .39) 表示 。 所 以 ， 从 形 
式 上 看 , 式 (I 工 .47) 不 必 使 用 括号 。 我 们 宁愿 把 它 写成 (I .48) 的 形式 ， 不 论 
把 它 解释 为 对 于 坐标 系 的 运算 还 是 对 矢量 的 运算 都 一 样 。 在 数学 讨论 中 ， 可 以 自 
由 选用 任何 一 种 解释 ， 视 情况 是 否 合适 而 定 。 应 该 强调 的 是 ，4 所 代表 的 运算 性 
质 将 决定 于 所 选用 的 解释 。 比 如 说 ， 如 果 把 4 应 用 于 坐标 系 时 ， 它 相当 于 逆 时 
针 转 过 角度 pgp， 如 果 把 它 应 用 于 矢量 时 ， 则 相当 于 顺 时 针 转 动 角 度 p。 


(a) ”把 正 交 变换 解释 为 坐 . (b) ”把 正 交 变换 解释 为 
标 轴 的 转动 而 矢量 固定 不 动 矢量 的 转动 而 坐标 系 固定 不 动 


图 I.9 正 交 变 换 的 两 种 解释 


变换 作用 的 这 两 重 性 ， 在 比 正 交换 更 为 一 般 的 其 他 坐标 变换 中 也 是 经 常 出 现 
的 。 有 时 可 以 把 它们 看 作 仅仅 作用 在 坐标 系 上 ， 以 便 用 新 的 坐标 系 表 示 出 某 一 给 
定 的 量 或 函数 。 而 在 另 一 些 时 候 ， 又 可 以 把 它们 看 作 是 作用 在 那些 量 或 函数 上 ， 
使 它们 变换 成 相同 坐标 系 中 的 新 量 。 

I .2.3 坐标 变换 的 矩阵 表示 

式 ( 工 .42) 给 出 的 矩阵 4+，、 其 行 数 与 列 数 相 等 ， 因 此 称 为 方 了 泗 。 和 矩阵 并 非 
必须 是 方 的 。 一 个 点 的 坐标 可 以 写作 一 个 列 矩阵 


I 矢量 、 和 矩阵 及 其 运算 .295 ， 


Xl 

二 四 ( I .49a) 
3 

X= [zl X2 x3] (I .49b) 


仅 当 和 矩阵 4 的 列 数 等 于 算 阵 B 的 行 数 时 ， 和 拢 阵 4 与 矩阵 中 的 乘法 才 有 意义 。 算 
阵 相 乘 的 法 则 是 


或 行 矩阵 


C= AB 
Ci = [AB]; = 2)AaBy (I .50) 
从 式 (I .50) 可 明显 看 出 ,矩阵 乘法 是 不 可 对 易 的 。 
如 果 把 点 的 坐标 写成 列 矩阵 ， 则 式 〈I .40) 
等 价 的 矩阵 表达 式 为 
x =Ax (I .S51b) 


XT1 A11 人 12 A13 | | Zi 
2Z2| = 121 A22 423 | | Z2 (I.Slc) 
3 A3l A32 A33j LZX3 


1 一 AUIZ1L 二 Al2Z2 十 和 1373 
Z2 一 21Z1 十 人 22Z2 十 丸 2373 (I .51d) 
3 二 A31Z1 十 3272 十 和 3323 
下 面 我 们 再 介绍 一 下 转 置 矩 阵 、 单 位 矩阵 和 逆 和 矩阵 的 定义 。 
转 置 矩阵 是 把 原 手 阵 的 行 与 列 相互 交换 而 得 到 的 矩阵 。 和 抢 阵 1 的 转 置 记 作 
4"。 根 据 定义 


即 


A5= A (I .52) 
显然 
(4 )'=% (I .53) 
因此 式 (1 .41) 可 以 写成 下 列 等 价 式 中 的 任意 一 个 
Zi = DIM (I .54a) 
ri = DA (1 .54b) 


X= Ax (I .$54c) 
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Xi A11 A21 Aa| [zi 
Z2| 三 | 412 422 32 | | 2 (I .54d) 
TX3 [LAL3 人 23 A33 XT3 


单位 矩阵 定义 为 这 样 的 矩阵 : 当 它 乘 以 任 一 矩阵 ， 或 者 任 一 矩阵 乘 以 它 ， 被 
它 习 的 矩阵 均 保持 不 变 ， 即 


IA=A; BI=B (1.55) 
亦 即 上 式 第 一 式 为 
A 


考虑 二 维 情况 下 的 正 交 旋转 矩阵 4 


A X12 
4=| 11 "| 
421 


A22 
则 有 
= | ?|| | 
421 A22 -Al12 422 
网 了 Al11A21 We 
A21A11 + A22A12 4 和 1 十 432 


应 用 正 交 关系 式 ( 工 .44) 可 得 

Xl1+ A =A4 + A =1 

Az1A11 + A22A12 = AA12 + A12A22 =0 
所 以 对 正 交 变换 矩阵 4 这 种 特殊 情况 则 有 


1 0 
12= Mr=| |=1 .57 
0 1 (I .57) 


逆 和 矩 阵 定义 为 当 一 矩阵 与 某 和 矩阵 之 乘积 为 单位 和 矩阵 时 ， 则 称 此 算 阵 为 某 矩 阵 
之 道 和 矩阵 。 和 矩阵 4 的 道 和 矩阵 记 作 4-!， 依 据 定义 


MX =- "=I (I.58) 
比较 式 (I .58) 与 (I .57) 得 
和 = 和 1 (对 正 交 抵 阵 ) (1 .59) 


可 见 ， 变 换 矩 阵 4 的 转 置 矩阵 和 逆 和 矩阵 是 相同 的 。 事 实 上 ， 任 意 正 交 和 矩阵 的 转 
置 矩阵 均等 于 其 道 矩阵 。 

I .2.4 变换 矩阵 的 几何 意义 

下 面 我 们 举 几 个 简单 直观 的 例子 来 看 一 下 变换 矩阵 的 几何 意义 。 

首先 ， 我 们 考虑 坐标 轴 绕 zs 轴 逆 时 针 方 向 旋转 x/2 的 情况 〈 见 图 1 .10)。 
经 这 一 旋转 后 ，z1= zz，z2= 一 x1，x$ = x3。 容 易 看 到 ， 除了 下 述 三 个 方向 余 
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弦 不 为 零 外 ， 其 余 均 为 零 
cos(x1,XT2) = 1= A 


cos(z2,zl) =—1 = A 


cos(x3,T3) = 1 = 133 


绕 x; 轴 旋转 90° 


Xl 


图 1 .10 ”坐标 系 绕 zs 轴 旋转 了 


所 以 在 这 种 情况 下 4 矩阵 的 具体 形式 为 


0 1 0 
Ai1= 1- 0 | (I .60) 


0 0 1 
其 次 ， 考虑 绕 zl 轴 逆 时 针 旋 转 x/2， 如 图 工 .11 所 示 。 经 此 旋转 后 ，x1 = 
Z2 三 X3，Z3= 一 2Z2e 不 为 零 的 方向 余弦 仅 有 


COS (1， Xx1) =1=Al; 


Tl1s 


cos (x2, x3) =1= A 
COS (x3, Xx2) 一 ~1= X23 


所 以 在 这 种 情况 下 4 矩阵 的 具体 形式 为 


1 0 0 
| 0 | (I.61) 


一 1 0 
为 了 求 得 先 绕 zs 轴 旋 转 ， 然 后 又 绕 zj; 轴 旋转 的 复合 变换 矩阵 ， 我 们 有 
x =Aix (I .62a) 
和 
x =Asx” (1 .62b) 
Xx =AAIX (I .62c) 


把 矩阵 具体 写 出 来 就 是 
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Xs XX 
和， 
7 
绕 x, 轴 旋转 90” 
x! 2 


图 I .11 坐标 轴 绕 zi 轴 旋 转 六 


Xl 1 0 Of 0 1 0 [zi 
"2 -1 0 | 2 0 | ER 
3 -1 OlL1 0 1 [zs 
0 1 0l |1Z1 TX2 
-1 0 1 zx2|= = (I .62d) 
1 0 0 XTX3 Tl 


Xs 
x 
4, 
> x o> 
绕 x; 轴 旋转 90° 绕 x 轴 旋 转 90° 
XI 


图 I .12 先 绕 zs 轴 旋 转 到， 再 绕 zi 轴 旋 转 于 


故 上 述 两 次 旋转 可 用 一 个 变换 矩阵 表示 


0 1 0 
43 三 人 241 王 0 0 1 (I .63) 


1 0 0 
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两 次 旋转 后 的 最 终 取向 由 z1= zs， XT2 = x3 x3 二 ZX! 确定 。 
下 面 我 们 再 来 考虑 图 I .13 的 坐标 旋转 〈 与 图 I .8 实质 上 是 一 样 的 )， 二 维 
变换 矩阵 的 矩阵 元 由 下 列 方向 余弦 给 出 


cos (Z1，Z1) 三 cosp 三 )11 
cos (zx1, ZX2) =oo0s (于 -9)=sing=71 


cos (xX2, x1) =eos( 于 +p)= — sing = Az21 
cos (x2, X2) =cosp = A 


X= 


图 I[.13 ”坐标 系 绕 zs 轴 旋 转 p 角 


所 以 二 维 变换 矩阵 为 


=| 7 9 | (IT .64) 
一 Singp cosg 
如 果 旋 转 是 三 维 的 ， 其 中 z3= 工 ， 我 们 还 得 到 以 了 方向 余下 
cos (zl1，Z3) =0=A13 
cos (zx2, ZX3) =0=Ays 
cos (zx3, Xx3) =1= A33 
cos (zx3, TX1) =0=Aa 
cos (Xx3, xX2) =0= A 
三 维 变 换 和 矩阵 即 为 
cosgp sing 0 
45= | 一 sinp cosp (I.65) 
1 


0 
最 后 一 个 例子 ， 考 察 所 有 坐标 轴 经 原点 的 反射 变换 ， 通 常 称 为 空间 反射 变 
换 。 于 是 有 


7 ] 2 
X11 Xl, 过 2 一 2， 3 一 “3 
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不 为 零 的 方向 只 有 三 个 ， 且 其 值 全 为 -1 


cos (x1, X1) = -1=An 
cos (X23, ZX2) 三 一 1 一)22 
cos (zx3, XT3) = —1= A 
这 种 情况 下 的 变换 矩阵 为 
0 
| (IT.66) 
一 工 


图 I .14 空间 反射 变换 


I .2.5 以 变换 性 质 表 述 的 标量 和 矢量 定义 
设 坐 标 zx; 经 下 述 变 换 变 为 zf 


zr! = Az) (1 .67) 
且 变 换 矩 阵 满足 正 交 条 件 
2 = 6 (I .68) 
如 果 坐 标 经 上 述 变 换 ， 量 u(xz) 的 变换 遵从 如 下 的 规律 
u (zx) = u(xz) (I .69) 


则 量 w(xz) 称 为 标量 。 注 意 : 式 中 的 宗 量 z 是 z1|，xz，，Zxs 的 缩 略 写法 。 
如 果 量 A;(z)(i = 1,2,3) 在 上 述 坐 标 变换 中 遵从 下 述 规律 变换 
Ai(zx’) = 24i(z) (I.70) 
则 量 A= (4:，4>，43) 称 为 矢量 。 注 意 : 矢量 的 分 量 是 有 一 个 指标 的 量 ; 而 
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标量 则 无 指标 2?。 

I .2.6 物理 学 中 的 常用 矩阵 

现在 我 们 再 简单 介绍 力学 及 物理 学 上 常常 还 用 到 的 一 些 有 关 甜 阵 的 概念 及 性 
质 ， 主 要 内 容 有 对 称 及 反对 称 矩 阵 ， 厄 米 和 矩阵 ， 相 似 变换 及 由 和 抢 阵 元 素 构成 的 行 
列 式 。 

一 个 与 它 的 转 置 相同 的 方 了 泗 ， 或 者 说 ， 和 矩阵 元 素 的 指标 交换 后 仍然 相等 的 甜 
阵 ， 即 
(I .71) 
则 称 该 矩阵 是 对 称 矩 阵 ; 当 一 个 矩阵 的 转 置 是 该 矩阵 的 负 值 ， 也 就 是 说 当 和 矩阵 元 
素 的 指标 交换 后 要 改变 符号 ， 即 

Aj=—As; (I .72) 

则 称 这 种 矩阵 是 反对 称 矩 阵 。 显 然 ， 反 对 称 和 矩阵 的 对 角 元 素 恒 等 于 零 。 对 于 任何 
方 阵 4 ， 定 义 为 


A*= 方 (A+A7) (1 .73) 
的 矩阵 4* 是 对 称 的 ， 而 相应 的 反对 称 和 矩阵 定义 为 

A'= 方 (AA) (1 .74) 
显然 可 得 

A=A:+A? (I .75) 
以 及 

A'=As—A: (I .76) 

将 矩阵 转 置 再 取 复 共 扼 ， 称 之 为 伴 和 矩阵 ， 通 常 均 以 剑 号 标记 
Ai= (4D)* (I.77) 


这 里 的 星 号 “x* ” 按 惯例 表示 复 共 轿 。 与 正 交 和 矩阵 的 定义 式 (I 了 .57) 相 类 似 ， 
如 果 和 矩阵 A 满足 条 件 
44+= 了 (I .78) 
则 4 称 为 么 正和 矩阵 。 
在 本 书 的 第 六 章 确定 刚体 取向 的 问题 中 ，x 和 x-“ 都 是 实 和 矩阵， 所 以 变换 矩阵 
4 也 必定 是 实 矩 阵 。 这 使 正 交 性 质 和 人 么 正 性 质 之 间 ， 或 者 转 置 矩阵 与 伴 矩 阵 之 间 
不 再 有 什么 区 别 。 简 而 言 之 ， 一 个 实 正 交 和 抑 阵 是 么 正和 矩阵 。 但 在 有 些 问题 中 会 引 
进 复 和 矩阵 ， 在 这 些 地 方差 别 就 相当 显著 。 转 置 矩 阵 的 许多 性 质 与 伴 矩 阵 的 性 质 明 
显 地 相似 。 但 应 注意 的 是 ， 矢 量 矩 阵 的 伴 矩 阵 并 不 等 效 于 矢量 ， 这 是 因为 还 可 能 


@ 张 量 是 一 个 有 N 个 指标 〈 下 标 或 上 标 ) 遵从 一 定 变化 规律 的 量 。 标 量 和 矢量 是 张 量 中 两 个 非常 
重要 的 特例 。 实 际 上 标量 是 零 阶 张 量 ， 而 矢量 是 一 阶 张 量 。 
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有 复 共 斩 的 影响 。 与 自己 的 伴 和 矩阵 恒 等 的 矩阵 ， 即 
和 = At 
称 为 自 伴 和 矩阵 或 厄 米 矩阵 。 
把 算 符 理解 为 用 来 变换 矢量 ， 或 者 用 来 变换 坐标 系 的 这 两 种 解释 ， 在 我 们 寻 
求 坐 标 系 变换 情况 下 的 算 符 变换 时 都 会 涉及 。 设 4 是 作用 在 矢量 R (或 单列 矩 
阵 R) 上 以 产生 矢量 G 时 所 用 的 算 符 


G=AR 
如 果 用 和 矩阵 B 来 变换 坐标 系 ， 则 矢量 G 在 新 坐标 系 的 分 量 将 满足 关系 式 
BG = BAR 
此 式 也 可 以 写成 
BG = BAB -1BR (1 .79) 


式 (I .79) 可 解释 为 : 将 算 符 BAB ! 作 用 于 新 坐标 系 表 示 的 和 失 量 R 上 ， 就 产 
生 同 样 以 新 坐标 表示 的 矢量 G， 所 以 我 们 可 把 BAB -1 看 作 是 变换 到 新 坐标 时 算 
符 4 所 取 的 形式 
A’=BAB-! (I .80) 
式 ( 工 .80) 形式 的 变换 称 为 相似 变换 。 
下 面 来 考虑 由 方 阵 4 的 元 素 组 成 行列 式 的 性 质 。 我 们 以 det4 表示 这 种 行列 
式 。 应 该 指出 ， 矩 阵 乘 法 的 定义 与 行列 式 乘 法 的 定义 相同 。 因 而 有 
det (AB) = detA :detB 
由 于 单位 矩阵 的 行列 式 等 于 1。 所 以 正 交 条 件 式 〈I .57) 的 行列 式 形式 为 
detA'™*detA =1 
由 于 行列 互 换 而 行列 式 的 值 不 变 ， 即 


detA T= detA (I .81) 
所 以 

(detA)*=1 
从 而 

det4= 士 1 (I.82) 


这 表明 正 交手 阵 的 行列 式 只 能 取 +1 或 -1 两 个 值 。 
若 和 矩阵 不 是 正 交 的 ， 行 列 式 就 没有 这 样 简单 。 然 而 可 以 证 明 ， 行 列 式 的 值 在 
相似 变换 下 是 不 变 的 。 用 B 右 乘 变换 矩阵 式 〈I .80) ， 即 得 关系 式 
AB=BA 
而 其 行列 式 的 乘积 亦 有 
detA’ :detB = detB .det4 
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由 于 B 的 行列 式 仅仅 是 一 个 数 ， 而 且 不 等 于 零 Q， 所 以 可 将 上 式 两 端 除 以 detB ， 
则 得 

det4 = det4 ( 工 .83) 
可 见 ， 和 矩阵 经 相似 变换 后 行列 式 的 值 不 变 。 


I 张 量 


标量 ,矢量 和 用 类 似 于 式 ( 工 .70) 的 变换 式 所 确定 的 更 复杂 的 量 构成 一 类 ， 
而 标量 和 矢量 只 是 这 类 量 中 的 特殊 代表 。 这 一 类 量 称 为 张 量 。 张 量 这 一 术语 可 能 
是 由 于 最 早 这 类 量 之 一 曾 用 来 研究 弹性 体 中 一 点 的 应 力 而 得 名 。 

一 切 张 量 均 由 标量 组 所 确定 ， 这 些 标量 称 为 张 量 的 分 量 (元 素 )。 矢 量 的 分 
量 就 是 张 量 分 量 的 例子 。 

张 量 的 基本 性 质 可 用 它们 从 一 个 坐标 系 变换 到 另 一 个 坐标 系 的 变换 规律 来 表 
示 。 这 些 规 律 对 一 切 张 量 都 适用 ， 而 与 它们 的 物理 性 质 无 关 。 

在 三 维 空间 中 ，N 阶 张 量 1T} 有 3 个 分 量 Tix..， (具有 N 个 指标 )， 按 
照 如 下 形式 变换 


了 各 一 =- 之 int 了 ( H. 1) 
根据 这 个 定义 ， 零 阶 张 量 只 1 有 一个 分 量 ， 它 在 进行 正 交 变换 时 是 不 变 的 ， 即 
T= (I .2) 


所 以 ,标量 是 零 阶 张 量 。 
一 阶 张 量 有 三 个 分 量 ， 其 变换 形式 为 
T = iT ( 工 .3) 
将 它 和 矢量 变换 方程 〈I .70) 相 比较 可 知 ， 矢 量 是 一 阶 张 量 。 
二 阶 张 量 应 有 九 个 分 量 ， 其 变换 形式 为 


1; = > NaT (I .4) 
如 果 
Ti; = Ti (H.5S) 
则 称 其 为 二 阶 对 称 张 量 ， 倘 若 
Ti = — Ts; (1 .6) 


称 其 为 二 阶 反对 称 张 量 。 在 三 维 空间 中 ， 二 阶 反 对 称 张 量 与 矢量 等 价 。 定 点 转动 
刚体 的 瞬时 角速度 是 二 阶 反 对 称 张 量 最 简单 的 例子 。 


”如 果 它 等 于 零 ， 就 不 能 有 逆 算 符 如 -1 
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张 量 和 竹 阵 分 别 属 于 不 同类 型 的 数学 课题 。 张 量 只 是 根据 它 在 正 交 坐标 变换 
下 的 变换 性 质 来 定义 的 。 可 是 ， 和 矩阵 却 不 受制 于 它 所 经 历 的 变换 类 型 。 也 就 是 
说 ， 我 们 考虑 矩阵 时 完全 可 以 不 管 它 所 经 历 的 变换 类 型 。 在 本 课程 所 涉及 的 范围 
内 ， 无 需 过 分 强调 这 个 差别 。 它 们 在 正 交 变 换 下 ， 实 际 上 是 一 致 的 。 张 量 分 量 和 
和 矩阵 元 素 以 相同 的 方式 处 理 。 对 于 每 一 个 张 量 方程 都 将 有 一 个 和 矩阵 方程 与 之 对 
应 ， 反 之 亦 然 。 例 如 ， 已 知 一 个 矢量 〈 它 是 一 阶 张 量 ) 的 全 部 分 量 构成 一 个 列 矩 
阵 ， 矢 量 运算 完全 可 以 用 这 些 相 关 的 矩阵 来 处 理 。 


于 ”不同 坐标 系 中 的 微分 关系 


焉 .1 直角 坐标 系 
9 
gradU = VU = 2e; 天 ( 正 .1) 
aA. 
divA =V.A= 3 ( 焉 .2) 
24x 
curl4 二 rotA =VXxA= Ze dx dz,° (HL .3) 
VU=v.vU0= Ds ( 焉 .4) 
i Ti 
焉 .2 柱 面 坐标 系 
X1= pcosg, Z2= psing, 3 一 之 ( 正 .5) 
p=~V 2 二 3 ， 9 一 arctan 2, 之 一 3 。 (HH.6) 
ds*=dp*+ pdg’ + dz? ( 焉 .7) 
doe=ododpdz 〈 亚 .8) 
9y ly 9Y 
d = +e 
grady = W= WE ogg = 3 ( 焉 .9) 
19A 
divA =V. 4 一 二 六 (pAs) + 二 + 和 (LL.10) 
CO 99 9z 


curlA =rotA =Y xA 
9 oA oA 
-| A 了 | Pp + .|12 (pA,) _1°4, 
PIP gz dz 90 pp ®” pag 
(HH.11) 
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2 ,_19 2 19% 90Y 12 
Y y= (e3 “pigp? 9 (WH.12) 


090 
在 平面 极 坐 标 中 dA = rdrd9 


图 有 .1 柱 面 坐标 系 图 在.2 柱 面 坐 慰 系 的 体积 元 


亚 .3 球面 坐标 系 


dz=rsingdrdg do 


图 扯 .3 球面 坐标 系 图 下 .4 球面 坐标 系 的 体积 元 
Z1=7singcosp， Z2 二 rsingsinp ， X3= rcosO (DH.13) 


r=V ZE 二 zz + 3, 0 =arccos 3, P=arctan 了 (HT.14) 
1 
ds*=dr?+r2d02 + r?sin dg? ( 焉 .15) 
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dv= rzsingdrdgdop ( 焉 .16) 
oy 19y 1 9Y 
grady = Vy=er 3 te ag ng (下 .17) 


1 3A 
2 ( Agsing) 十 rsing ap (下 18) 


divA =Y.A = 误区 (r2A， ) 十 2 36 


curlA =rotA =YV XA 


i” sing 3 co 
机 - 窜 ] (了 .19) 
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微分 方程 ， 就 是 一 个 或 几 个 包含 自 变量 、 未 知 函 数 以 及 未 知 函 数 的 某 些 微 商 
的 方程 式 。 只 含 一 个 自 变 量 的 微分 方程 称 为 常 微分 方程 。 自 变量 多 于 一 个 的 称 为 
偏 微分 方程 。 如 果 方 程 对 于 未 知 函 数 和 它 的 各 阶 微 商 的 全 体 而 言 是 一 次 的 ， 就 称 
其 为 线性 微分 方程 ; 否则 就 称 为 非 线 性 微分 方程 。 如 果 方 程 中 不 显 含 时 间 ， 则 称 
为 自治 方程 ， 否 则 称 非 自 治 方程 ， 方 程 中 所 含 未 知 函数 微 商 的 最 高 阶 称 其 为 这 个 
方程 或 方程 组 的 阶 。 所 有 常见 的 非 线 性 常 微分 方程 都 可 以 化 为 自治 的 一 阶 常 微分 
方程 组 ， 这 是 因为 对 于 高 阶 自治 方程 ， 只 要 把 各 阶 导 数 视 作 新 的 变量 即 可 。 

设 我 们 所 讨论 的 动力 学 系统 可 以 用 如 下 的 一 阶 自治 方程 组 表示 : 


Ee =f(0) j= 1,2,,n (NW.1) 


关中， 为 方程 组 中 变量 的 个 数 。 信 们 党 常 采用 变量 s。，。，.…， 构成 的 和 
空间 (或 称 状 态 空间 ) 来 描述 系统 的 运动 。 于 是 ， 系 统 每 一 时 刻 的 状态 用 相 空 间 
的 一 点 表示 ， 态 随时 间 变 化 则 是 相 空 间 一 条 曲线 。 此 相 轨 线 通 常 也 称 轨道 ， 也 就 
是 积分 曲线 。 
方程 (NW.1) 中 ， 当 
fi(z;) = 0, i,j = 1,2,…,n (NV .2) 
即 


a 


= 0， i = 1,2,.…,n (N .2a) 
时 ， 系 统 的 状态 xz!，z2，…，z 不 随时 间 变 化 。 我 们 称 满足 式 〈J .2) 的 状态 
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为 定 态 。 人 们 通常 习惯 上 所 说 的 “平衡 态 ” 实 则 都 是 指 这 里 所 说 的 定 态 。 所 以 要 
注意 区 分 物理 学 中 所 说 的 平衡 态 与 人 们 习惯 所 说 的 平衡 态 之 间 含 义 的 区 别 。 定 态 
不 一 定 都 是 物理 上 的 平衡 态 ， 如 稳 恒 的 物质 流 或 热流 等 都 是 在 定 态 下 进行 的 。 物 
理 上 所 说 的 平衡 态 不 能 有 “ 流 ”， 故 此 时 系统 亦 是 处 于 非 平衡 态 。 这 就 是 所 谓 非 
平衡 定 态 。 

由 式 (NV .1) 和 (WV.2) 可 知 ， 相 空间 中 的 轨道 在 定 态 的 代表 点 处 的 斜率 不 
定 ， 这 种 斜率 不 定 的 点 称 为 奇 点 。 由 于 定 态 对 应 着 相 空 间 的 奇 点 ， 所 以 奇 点 义 称 
为 定点 。 

非 线性 方程 的 解 的 形式 ， 除 了 稳定 定 态 解 外 ， 大 体 上 还 有 发 散 解 ， 周 期 解 和 
混沌 解 等 诸 形式 。 而 周期 解 或 混沌 解 存在 与 否 跟 定 态 解 的 稳定 性 有 关 ， 因 此 判断 
定 态 解 的 稳定 性 便 有 非常 重要 的 意义 ， 为 此 给 出 如 下 定义 ; 

(1) 设 方程 (NN .1) 的 解 为 Yo(zo) (为 简单 计 ， 这 里 用 矢量 x 表示 x;，i = 
1，2，…，7)。 若 系统 受到 扰动 而 偏离 此 解 的 另 一 解 为 x(to)， 如 果 对 于 任意 小 
的 数 e >0， 总 有 一 小 数 7 (se ，zo) >0 存在 ， 使 得 当 

|x(t)—x(to)|<y (NW.3) 
必 有 
[x(to)—x(to)|<e (<L<oo) (N.4) 
则 称 解 x(:) 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 的 ， 也 经 常 简单 地 说 是 稳定 的 。 
(2) 如 果 解 xo(:) 是 稳定 的 ， 且 
lim|x(t) ~— x(t0)|=0 (K .5) 
则 称 此 解 是 渐 近 稳定 的 。 

(3) 不 满足 李 雅 普 诺 夫 稳定 的 解 称 为 不 稳定 解 

若 为 李 雅 普 诺 夫 稳定 时 ， 在 扰动 或 初始 条 件 发 生 微小 的 变化 时 ， 其 解 不 至 于 
发 生 太 大 的 偏离 ; 在 渐 近 稳定 条 件 下 ， 即 使 受到 扰动 ， 系 统 最 终 仍 将 回 到 无 扰动 
时 的 解 ; 在 不 稳定 的 情况 下 ， 初 始 条 件 的 适当 改变 〈 如 大 于 7) 就 足以 使 解 的 偏 
离 超出 任意 给 定 的 范围 。 

按照 上 述 定义 ， 稳 定 定 态 解 是 渐 近 稳定 的 ; 周期 解 和 混沌 解 〈 通 常 也 将 二 者 
合 起 来 称 为 振荡 解 ) 是 李 雅 普 诺 夫 稳定 的 ， 但 不 是 渐 近 稳定 的 ， 因 为 ， 始 终 是 限 
定 在 一 定 范围 内 ; 发 散 解 自然 是 不 稳定 的 。 

设 zio 为 非 线 性 方程 〈( 玉 .1) 的 一 个 解 (i =1，2，…，7 ， 为 方便 计 ， 以 后 
写 方程 和 解 时 均 从 略 )。 令 x;(z) 为 在 此 解 附近 的 另 一 解 

Ti(t) = Zri0(t) + E(t) (NV.6) 
Zio(t) 称 为 参考 解 ， 相 应 的 态 称 为 参考 态 ，&; 为 态 zi (ti ) 对 参考 态 的 偏离 。 将 
式 (VY.6) 代入 式 (V.1) 得 
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d i dé 六 9fi 
+ 于 = fi(z;) = fi(xiot 6) = 万 (zio) 十 2 (过 ) s (NWN.7) 


下 标 0 表示 在 参考 态 处 取 值 。 由 式 (下 .2) 两 端 比较 可 得 
， 2 /of 
人 5 (NN .8) 
此 式 就 是 非 线性 方程 (W .1) 在 参考 态 附近 的 线性 化 方程 。 为 了 分 析 定 态 的 稳定 
性 及 定 态 邻 域 解 的 性 态 ， 通 常 都 是 取 定 态 作 为 参考 态 。 显 然 ， 原 点 (8 = 0) 是 
线性 化 方程 的 平凡 解 ， 此 平凡 解 就 代表 原来 非 线性 方程 的 参考 态 。 著 名 数学 家 李 
雅 普 诺 夫 证 明了 如 下 的 线性 稳定 性 定理 : 

如 果 非 线性 方程 (下 .1) 的 线性 化 方程 (W .8) 的 原点 (平衡 点 ) 是 渐 近 稳 
定 的 ， 则 参考 态 (xio】 是 非 线性 方程 (了 .8) 的 渐 近 稳定 解 ， 如 果 线 性 化 方程 
的 原点 是 不 稳定 的 ， 则 参考 态 也 是 非 线性 方程 的 不 稳定 解 。 

根据 李 雅 普 诺 夫 线 性 稳定 性 定理 ， 我 们 可 以 由 线性 化 方程 解 的 稳定 性 来 分 析 
原来 非 线性 方程 解 (参考 态 ， 通 常 是 指定 态 或 定点 ) 的 稳定 性 。 而 线性 方程 易于 
求解 ， 也 容易 分 析 其 解 的 性 态 。 

为 了 求解 线性 方程 (NW .8) 并 分 析 其 解 的 稳定 性 ， 我 们 这 里 先 就 两 个 变量 的 
情形 进行 研究 ， 其 结果 不 难 推广 到 多 变量 的 情形 。 当 只 有 两 个 变量 时 ， 式 ( .8) 
取 如 下 简单 形式 : 


d 
Tl = CEI + a12é2 
dE (K .9) 
= Q2151 + Q2262 
式 中 
9f 
线性 方程 (NV .9) 解 的 一 解 形式 为 
é1 = cl1Aies 十 cc Azer?’ (NW 11) 


人 = csBie*’ + czB2e'2: 

式 中 系数 cl; 和 cs 由 初始 条 件 决 定 。 

由 式 (V .11) 可 以 立即 得 到 关于 线性 方程 (人 .9) 的 解 和 非 线性 方程 
(KR .1) (n=2 的 情形 ) 的 解 〈 它 的 参考 态 或 定 态 zio) 的 稳定 性 的 三 种 情形 : 

(1) 如 果 X41 和 2 的 实 部 都 是 负 的 ， 则 

lim| & | = 0 

即 解 $ 是 渐 近 稳定 的 ， 根 据 前 述 的 线性 稳定 性 定理 ， 非 线性 方程 (NY .1) 的 参 
考 态 (或 定 态 ) 也 是 渐 近 稳定 的 。 
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(2) 如 果 X41 和 4; 中 至 少 有 一 个 的 实 部 是 正 的 ， 则 
lim | 名 | = oo 
即 &; 是 不 稳定 的 ， 从 而 非 线性 方程 的 解 x;o 也 是 不 稳定 的 。 
(3) 如 果 X41 和 1， 中 至 少 有 一 个 的 实 部 等 于 零 ， 另 一 个 实 部 也 是 负 的 ， 则 & 
是 稳定 的 ， 但 不 是 渐 近 稳定 的 ， 从 而 这 时 的 非 线性 方程 的 参考 态 zi0 处 于 临界 情 
形 。 


